La gestione del rischio di credito
con modelli di derivazione attuariale:
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“Financiers can manage risk, but never dispose of it completely. This holds as much for
banks estimating loan-default rates as for life insurers pouring over mortality tables or P&C
insurers calculating the risk of a fire. As dry and callous as the men of numbers may seem,
they fulfil a useful social function.” The Economist, November 6™, 1999.

1. Introduzione

E paticoarmente difficle scegliere le parole con cui accogliere il lettore dl'inizio di un saggio
dedicato d rischio di credito. La ragione di questo imbarazzo risede ndla consgpevolezza che la
trettazione, per quanto scrupolosa o particolareggiata, € detinata a rivelars incompleta e lacunosa.
In effetti, non pare eccessvo affermare che I'attivita di concessone dd credito ragppresenta, in
qualche misura, la stessa ragion d'essere dd sistema bancario, piu ancora ddla gestione de
rigpamio o del’ordinata amminidtrazione dei pagamenti. Per questo motivo, la letteratura sulle
banche e sui meccanismi economici che ne governano il funzionamento € in massma parte,
dedicata proprio dla funzione di produzione del’attivita di predtito; ed un contributo originale in
materia pud soltanto aspirare ad aggiungere quache ritocco ad un edificio orma eten e
consolidato.

L'atude fase di ridrutturazione de Sstemi creditizi avanzati accresce la centrdita ddl’ attivita di
erogazione de credito, ma anche le incertezze e le inddie che quedta attivita comporta Da un lato,
infatti, le banche tradiziondi scontano in misura sempre piu marcata la concorrenza di dtre
caegorie di intermediai nella gestione dd rigpamio e persno da savizi di pagamento; di
conseguenza, la concessione di prediti (in particolare a clientda di medie dimensoni) rimane forse
'unica area di busness in cui il primao dele banche (forti di una conoscenza dd tessuto
economico locae non facilmente replicabile da pate di un outsider) non possa essere facilmente
ingdiato.

Ddl'dtro, la graduale crescita dd ruolo dd mercato dai capitdi tra le fonti di finanziamento delle
imprese porta con ¢ un rischio di “sdezione avwwersa’ negli dtivi bancari: in effetti, mano a mano
che le imprese di dimensone medio-grande andranno conquistandos la possihilita di classare azioni
e debito direttamente presso i rigparmiatori, il portafoglio crediti delle banche potrebbe polarizzars
aulle imprese che il mercato non € in grado di vautare autonomamente, cioe le piu piccole, le piu
rischiose, le meno trasparenti nel rappresentare le proprie strategie di crescita.

La prevenzione dd rischio di credito pud avvenire a due diginti liveli. Da un lao, S trata di
intervenire sulle cardteridiche dele dngole esposzioni per ridurre I'entitd delle perdite che
potrebbero scaturire da ognuna di esse. Ddl’dtro, € dtresi necessario intervenire sulla struttura
complessva dd portafoglio crediti dela banca, per mantenerne sotto controllo il grado di
diversficazione.

A livelo di dngolo predtito, la banca pud tutdars contro le perdite future attraverso un’accorta
slezione de prenditori, cos da isolare e respingere qudli contraddigtinti da una piu eevaa
probabilita di insolvenza; pud inoltre strutturare la singola operazione di credito gpponendo clausole
accessorie 0 richiedendo garanzie che consentano di limitare le perdite anche in presenza di un
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disesto dd debitore; infine, nel caso di linee di credito revocabili, puo ridurre I'esposizione a
rischio in presenzade primi segndi di deterioramento dd merito creditizio della controparte.

A livdlo di portafoglio, € necessario perseguire un'effettiva diversficazione dd rischio ripartendo
il credito tra controparti distinte e scarsamente correlate tra loro. A questo proposito, merita
osservae brevemente come le tradiziondi categorie logiche di  “frammentazione’ e
“concentrazione’ del rischio siano solo in parte adeguate a catturare laredta

Il concetto di concentrazione attiene d numero di crediti in essere ed dla loro importanza in termini
relativi; € intuitivo che, sotto ipotes abbastanza generdi, una plurdita di piccoli crediti possa offrire
una piu efficace resstenza contro il rischio di credito, di quanto non faccia invece un portafoglio
composto da poche, grandi esposizioni. Alla concentrazione (ed dla frammentazione, che € il suo
contrario) fanno riferimento srumenti matemdici dementari (ma largamente diffus, come ['indice
d Hischmann-Herfindha!) e precetti normativi orma entrati nella pratica operativa delle banche
europee, come la direttiva sui cosiddetti “grandi fidi” 2.

Tuttavia, a parita di concentrazione un portafoglio puo essere piu diversficato se le controparti che
lo compongono tendono a muovers in modo scarsamente correato; a contrario, se i prenditori
condividono i medesmi segmenti di attivita economica, e risentono ddle medesme cause di
ingtabilita e disseto, un portafoglio crediti dtamente frammentato (e dunque ben “diversficato” in
base dle tradiziondi misure basste sull’'indice di Hirschman-Herfindha) puo risentire di perdite
molto elevate, dovute dla contemporanea insolvenzadi tutte (o quas) le controparti affidate.

La misura della corrdlazione tra lo “gtato di salute economica’ del debitori, e degli effetti che questa
corrlazione ha sull’entita delle perdite future, non rappresenta un compito agevole da punto di

vigda maematico-datigtico. ||l motivo € dao ddla nonnormdita (e piu in generde,
dall’asmmetria) dela distribuzione delle perdite posshbili su un portafoglio di crediti®, che rende
sodanzidmente  inutilizzabili i tradiziondi  moddli  in @ mediavarianza  sviluppati  per

| ottimizzazione dei portafogli azionari*. Negli ultimi anni, tuttavia, sono Stati mess a punto divers
agoritmi per la misura del’effettiva diverdficazione di un portafoglio crediti, che hanno dischiuso
dtrettanti, promettenti filoni di ricerca. Ritorneremo sull’argomento a conclusone dd  paragrafo,
presentando la druttura di questo saggio che approfondisce, in particolare, una di  queste
metodologie. Prima, tuttavia, accenniamo brevemente a quai dovrebbero essere gli obiettivi di un
moderno sstemadi controllo del rischio di credito in banca

Il credit risk management non pud owiamente, diminare i rischi impliciti ndl ativita di pretito, la
cul presenza rgppresenta, in ultima andis, la stessa ragion d'essere del banchieri. Tuttavia, deve
mirare a dare una rappresentazione quanto piu posshile precisa de rischi impliciti nelle singole
operazioni di prestito e nella struttura complessiva dd portafoglio crediti.

In paticolare, un buon moddlo di credit risk management deve dimare la distribuzione ddle
perdite (0 comunque dele minusvalenze) che potrebbero originare dai predtiti attuamente in essere,
specificando le probabilitaassociate ale diverse previsoni (pit 0 meno ottimigtiche) di perdita

! Per un esempio di misura del rischio di portafoglio incentrato essenzialmente su misure tradizionali di concentrazione,
qualel’indice di Hirschmann-Herfindha, cfr. ad es. Ford (1998).

2 Direttiva Ue 92/121. Per un breve commento, cfr. ad es. Lusignani (1996), capitolo 10.

% Perdite modeste sono altamente probabili, perdite elevate sono poco frequenti, ma possibili: cio fa si che la
distribuzione di probabilitadelle perdite presenti unalunga coda a destra, e sia dunque fortemente asimmetrica.

4 Cfr. Markowitz, Bennett in materiali Altman o libro Caouette.



II modello deve cioé indicare d management dela banca I'ammontare di perdite che e ragionevole
atenders sul portafoglio (perdite attese) ed il livdlo massmo di perdite che potrebbero verificars
entro un dato livello di confidenza (ad esempio, nel 99% de cag).

Smili indicazioni potranno essere utilizzate per findita di provisoning (dimensonamento ottimae
delle riserve), di ottimizzazione del leverage e di pricing de predtiti. Ad ognuno di questi tre
obiettivi dedichiamo una breve riflessone.

1. Un provisoning razionde richiede che le perdite atese sul portafoglio crediti Sano interamente
coperte da riserve, gia spesate a conto economico. Solo cosi, inféti, le rettifiche di vaore
anditiche legate dle fas di recessone potranno trovare cgpienza in gopodte voc patrimonidi, e
non graveranno per intero (0 in massma parte, come attudmente accade) sull’ utile lordo di un
gngolo esercizio. Ne risulteranno dabilizzati il ciclo de profitti della banca e I'ordinata crescita
del suo vdore, con pogtive ripercussoni sulla solidita dei singoli idtituti di credito e dd sstema
bancario nel suo complesso.

2. La riceeca dd leverage ottimde per un'impresa bancaria non puo precindere ddla
consderazione che deve poter fronteggiare, con cepitde proprio, l'urto di rischi
scasamente probabili, e tuttavia possbili ad un dao livdlo di confidenza La sima ddla
massima perdita probabile (ad es. ned 95%, o nd 99% de cad) rappresenta dunque il
presupposto per un efficace dimensonamento dei mezzi propri in relazione a rischi impliciti in
una data druttura del’attivo; solo se 9 possiede una ragionevole stima ddla digtribuzione delle
perdite future diventa possbile adottare un leverage che tenga conto tanto dele esigenze di
massmizzazione ddl’utile ne breve periodo, quanto ddla necessta di garantire la dabilita
futuraddlabancaeleragioni de terzi creditori.

3. Un gdema di credit risk management adegusto deve quindi consentire un  efficace
dimensonamento delle riserve e del capitde proprio. Le prime richiedono di essere spesate a
conto economico, ed il secondo deve essere remunerato dtraverso un roe adeguato a
compensare gi azionisi per i rischi dd loro investimento®. | costi di patrimonio e riserve
associati ad un prestito devono poi essere correttamente tradati sul cliente, a evitare che
'erogazione di credito comporti una perdita piuttosto che un profitte®. Tra i vantaggi di un buon
sgema di gestione del rischi di credito vi € dunque anche quelo di consentire un pricing equo e
razionde delle sngole operazioni, attraverso una conoscenza piu precisa dei “costi de rischio”
in impliciti, che vanno a sommars a normdi codti operativi di screening, monitoring,
gestione dd rapporto commercide. Quedt’ultima ricaduta podtiva ¢ pare particolarmente
preziosa per un sstema creditizio, come quello itdiano, che piu volte, in passato, ha dimostrato
di non essere cgpace di prezzare i prediti in modo adeguato, rendendo negetiva, in piu di un
caso, laredditivitaex post del proprio portafoglio impieghi”.

Avendo cosi presentato in termini generdi il tema del controllo de rischio di credito, in cui questo
saggio 9 insisce, rimane da ddimitare meglio il contributo specifico offerto a lettore ddle pagine
che seguono. In dtre parole, resta da chiarire quale da il vaore aggiunto promesso a chi legge in
cambio dellasuafatica

5 Cfr.infra, §2.1.

® In questo senso, dunque, le perdite su crediti non derivano solo dalle possibili insolvenze, ma anche da un cattivo
pricing del rischio sopportato ex ante. Risulta quindi particolarmente attuale la definizione generale di rischio di credito
data da Dell’Amore (1965). “la probabilita che I'operazione non dia acun contributo positivo alla redditivita
dell’ azienda finanziatrice, o incida addirittura negativamente sui suoi risultati di esercizio”.

" Traleandisi dellaredditivitaex post degli impieghi bancari, ricordiamo Comanae Modina (1998), Sironi (1999b).



In questo lavoro intendiamo concertrarci sU una nuova generazione di moddli che, a partire
dal’ultimo scorcio degli anni '90, sono dati mess a punto e diffud, nel’intento di conseguire sime
attendibili del rischio associato a portafogli di crediti (tenendo conto tanto della concentrazione de
rischi, quanto dell’ effettiva corrdazione trai divers debitori).

In paticolare, dopo aver ddineato in un precedente saggio i meccanismi di funzionamento, i pregi
ed i limti dd moddlo Creditmetrics messo a punto ddla banca americana JP. Morgan’,
intendiamo concentrarci ora su una seconda metodologia, particolarmente interessante in  quanto
muove da presupposti teorici e matemaici assolutamente divers ddla prima’. S trata i
Creditrisk+, un moddlo di credit risk management presentato nd 1997 da Credit Suisse Financid
Products, societadel gruppo svizzero Crédit Suisse - Winterthur.

La druttura del lavoro e la seguente nd paragrafo 2 9 presenta I'intuizione fondamentade che da
dietro d moddlo, e cioé che i crediti bancari possano essere condderati dla stregua di polizze
assicurative ed andizzati dtraverso metodologie proprie della maematica delle asscurazioni. |l
paragrafo 3 € dedicato ad una presentazione dettagliata dei meccanismi di  funzionamento del
moddlo’®, res auspicabilmente piti chiai con I'ausilio di dcuni esempi numerici. Il paragrafo 4
mostra come il moddlo Creditrisk+ possa essere utilizzato per cdcolare riserve e patrimonio
necessari a fronte di un portafoglio di crediti, e ne mette in luce la vdidita (ma anche le carenze)
atraverso il confronto con un'ampia gamma di posshbili Stuazioni redi. Il paragrafo 5 traccia un
rgpido bilancio di questo lavoro.

2. L'analogia assicurativa ed il modello Creditrisk+

2.1 | crediti bancari come polizze assicurative

Come s € deto, I'approccio di Creditrisk+ dla misura de rischio di credito fa peno su
metodologie atuaridi, gia utilizzate da tempo nela deerminazione dedle riserve patrimonidi
necessarie afronte di un portafoglio di polizze asscurdive.

In effetti, per comprendere come queste tecniche possano adattars a caso de crediti bancari, €
necessario guardare a portafoglio predtiti di una bancain modo leggermente diverso ddl’ usude.

Samo infati abituati a consderare I'insolvenza di uno o piu debitori come un fatto eccezionde
(@meno sul piano logico, anche se nella pratica non s tratta certo un evento infrequente...): come
una deviazione, in certo senso traumatica, rispetto dlo schema contrattude che lega banca e cliente
(uno schema in base d qude il predito dovrebbe concluders con la redituzione de capitae,
maggioraio di interess)**.

Proviamo invece a mutare prospettiva, e cominciamo col chiederci perché il cliente paga interess
aul predito. Le risposte sono owviamente molteplici, e gia note agli sudios di banca e di
matematica finanziaria. Per cominciare, gli interesS sono necessari per rendere equivadenti due

8 Cfr. Resti, 1999, Gupton et al. (1997).

® Non rientra tra gli obiettivi di questo Bvoro un confronto tra le diverse metodologie. Sull’argomento, cfr. ad es.
Crouhy et al. (2000), Gordy (2000), Finger (1998).

10 Alcuni risvolti tecnici del modello (come il calcolo delle risk contributions, e delle correlazioni tra crediti) verranno
trascurati per concentrarsi sui suoi meccanismi fondamentali. Il lettore interessato pud consultare la documentazione
originariadel modello (cfr. Crédit Suisse First Boston, 1997)

1| a stessa locuzione “onorare un prestito”, comunemente usata nel linguaggio quotidiano, ci rappresental’insolvenza
come uno stato in qualche misura “disonorevole”. Viceversa, vedremo come, se si segue fino in fondo il paradigma
assicurativo, il default (e la possibilitadi addossare alla bancai costi del proprio dissesto finanziario) diventa una sorta
di “diritto contrattuale” del cliente, acquistato dietro pagamento di un premio “nascosto” dentro gli interessi corrisposti
sul debito...
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prestazioni monetarie che avwvengono in momenti divers; sono, in dtre paole il “prezzo dd
tempo” che intercorrera tra la concessone e la regtituzione dd credito. Per questa ragione, €
normae che vengano pagati anche da debitori percepiti come sostanzidmente privi di rischio (come
I piu solidi tra gli stati sovrani). Nel caso di una banca, inoltre, gli interess coprono (o0 dovrebbero
coprire) | codti operdivi necessari dla sdezione ed d monitoraggio di una clientda Infine,
incdludono il “premio d rischio’, la ricompensa per I'incertezza connessa dl’ effettiva redtituzione
dell’importo pattuito. Concentriamoci, in particolare, su questa terza ed ultima componente.

Il concetto di “premio” ci riconduce, non a caso, a contesto assicurativo, dove con questo termine
s indica la contropartita che una compagnia incassa da clienti a fronte ddl’eventudita di essere
chiamata ad una prestazione monetaria aeatoria futurat®. Nel caso di una polizza sulla vita “caso
morte”, ad esempio, la prestazione pud essere data dal pagamento a beneficiari di un certo capitde
in cao di premorienza ddl’asscurato. Tra i clienti di una compagnia d'assicurazione S redizza una
implicita ripartizione dd rischio, viso che tutti sostengono un costo certo (il premio), garantendos
Cosi contro eventi piu gravi, anche se scarsamente probabili.

Possamo leggere in modo andogo anche il meccaniamo che governa I’erogazione e la mancata
restituzione de crediti bancari (cfr. figura 2.1). | fluss di interess percepiti ddla clientela oltre a
codtituire il “prezzo dd tempo” (per la parte spiegata dal tasso privo di rischio) e a concorrere dla
copertura del codti operativi, includono il premio pageto oggi a fronte dei rischi futuri. In un
momento successivo (v. parte destra ddla figura) la banca verra chiamata a sadare il conto delle
loro insolvenze, rinunciando d capitadle prestaio a clienti peggiori (fatto savo il recupero degli
importi coperti da eventuai garanzie).

L’ analogia assicurativa 1 3
e sl |y wewonmee |
O©OO0OOCOOO OBOOOOOOO
Banca OO | |P? ©0BBOOAROOO
OO0 OO B
Tasso risk-free Codti Premio Garanzie Perdita
= _/ ‘= g
~ el
Taso attivo Capitale prestato

Figura 2.1: come funziona |’ analogia assicurativa

Da quedta lettura del rapporto banca-cliente discende una visone precisa del circuito che lega premi
e pedite ndla gesione finanziaria ddla banca Infaiti, mentre gli interess cdcolati d taso risk-free
vahno destinati ala copertura dei codti di provvida, e la quota legata a fronteggiare i costi operétivi
va correttamente imputata a conto economico di  esercizio, il premio d rischio assolve,
sodanzidmente, due funzioni, entrambe reative agli esercizi futuri. Come modrato ndla figura 2.2,
il complesso dei premi riscoss ddla dientda deve infati: @) compensare la banca per le perdite

12|y effetti, anche i premi assicurativi contengono una componente prettamente finanziaria (quella che abbiamo definito
“prezzo del tempao”) accanto a quella piu prettamente di rischio. Per la suddivisione in premio al rischio e premio di
risparmio del premio incassato da un assicuratore, cfr. ad es. Volpe di Prignano, 1985, p. 206.
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attese sul suo portafoglio di crediti; b) compensare gli azionisti della banca per il capitde da
fornito, a copertura di eventuai perdite superiori dle attese.

La prima componente ha a che fare con il concetto statistico di vaore atteso, cioe con la media della
digribuzione di probabilita dele perdite future originate da un dato indeme di prediti; questa
rappresenta, a tutti gli effetti, un costo da spesare in conto economico, attraverso un corrispondente
volume di accantonamenti a riserval®. Tuttavia, poiché in un dato anno le perdite possono essere
inferiori, ma anche superiori dle dtese, € necessaria la seconda componente, un adeguato
“cuscinetto” patrimoniae™ mantenuto dalla banca a fronte di questi scostamenti; anche il costo di
guesto cap|tde (che va remunerato in misura superiore d taso risk-free) deve trovare capienza nel
premi riscoss™.

©O0000000 I:C (DID)
000000
esozes BN ®B®
Alimentano
I:> leriserve
Fronteggiano
Premi Remunerano le perdite
= =

Figura 2.2: I'analogia assicurativa (seconda parte)

Questo modo di guardare dl'ativita di prettito dele banche ci pare simolante, anche = €
comprensibile che possa destare qualche riluttanza e perplessit?®. Collocars in una simile
prospettiva non richiede comunque di abbandonare totadmente la tradizionde visone “bancarid’
(contrapposta, appunto, a quella “assicurativa’'’) del processo di erogazione del credito. In
particolare, osserviamo che:

1) E veo che tra i dienti di un'asscurazione sussste un meccanismo di risk-sharing, per cui € la
generdita degli asscurati a pagare, pro-quota, il costo ddle prestazioni future (nel nostro caso,
il codo delle perdite su crediti). Cid non dgnifica, tuttavia, che la compagnia (o la banca)

13 5 pud addirittura dire che tale componente rappresenta un costo, e non un rischio, per la banca, in quanto non ha
natura aleatoria, bensi attesa.

149 tratta del “capitale a rischio” o “capitale assorbito” dal portafoglio crediti, di cui si & detto nel paragrafo 1. Il
capitale a rischio rappresenta un concetto ampiamente diffuso nella letteratura attuariale, dove & noto anche come
surplus, margine di solvibilitg riservadi rischio, riservadi equalizzazione (cfr. Daykin et al., 1994).

15 | a stima di entrambe queste componenti richiede, ovviamente, la conoscenza della distribuzione delle possibili
perdite future, cioé del livello di probabilita associato a tutti i possibili livelli di perdita, dal piu ottimistico (perdite
nulle, perché tutti i debitori onorano il prestito) fino a peggiore (perdite pari al totale degli importi prestati, a netto di
eventuali garanzie). Proprio allastimadi questa distribuzione € dedicata la parte centrale del presente lavoro (cfr. § 3).

16 E' certamente difficile sforzarsi di pensare all’insolvenza come a una sorta di diritto contrattualmente garantito, al
debitore-assicurato, dallabanca...

7 Cfr. Locatelli (1995).



diventi completamente neutrde rispetto a liveli di rischio dd proprio portafoglio di clienti,
solo perché é posshile tradare sui premi il coso di un eventude deterioramento nella qudita
delle “polizze’ sottoscritte. Per esempio, nd caso di asscurazioni Sanitarie o sulla vita, la
compagnia consarva un interesse a identificare, isolare ed eventuamente rifiutare le controparti
contraddistinte da una probabilita di decesso, 0 di madattia, eccessvamente devata. Anche
dl'interno  ddl’andogia asscurativa rimane dungue giudificata I'intensa ativita di - screening
della clientdla con cui le banche cercano di prevenire, ex-ante, il rischio di credito, piuttosto che
limitars a cacolarne correttamente i costi futuri.

2) L'esgenza di una forma di coasscurazione non implica che il prezzo richieto a clienti per
entrare a far parte ddl’assicurazione debba essere identico per tutti. Al contrario, sara comungue
necessario “ssgmentare’  correttamente la clientdla, praticando prezzi differenziai in funzione
del profilo di rischio ddl’asscurato (S pend, ad esempio, dle polizze sulla responsabilita civile
o sui furti, dove e orma prass diffusa che il livdlo dd premio vai in funzione di una “griglia@’
d cadteridiche soggettive). Un dgema di premi eccessvamente uniforme e indifferenziao,
infatti, reca con ¢ I'eventudita (o, piuttosto, la certezza) di assgtere a fenomeni di sdezione
aversa, per cui Soltanto i clienti piu rischios percepiscono come equo, O  addirittura
vantaggioso, il prezzo de servizio, mentre la clientda di migliore qudita & oggetto dello “cherry
picking” operato ddle compagnie concorrenti atraverso ligini piu precis (e dunque offerte
maggiormente vantaggiose per chi le riceve e tuttavia adeguatamente remunerative per chi le
propone). Guardare a portafoglio crediti delle banche atraverso la “lente” assicurativa non
equivale quindi a suggerire che “tutti paghino comunque per tutti”, in modo generdizzaio e
indigtinto; d contrario, proprio I'andogia con le polizze ribadisce la necessta di fondare il
pricing de prediti bancari su un reticolo adeguatamente fine di segmenti o duders
qualitativamente omogene.

2.2 Creditrisk+: caratteristiche e limiti

L'andogia asdcurdiva contiene dunque, a nodro awiso, interessanti dementi di gimolo
intdllettuale. Da cio € derivato il desiderio di gpprofondire, e quindi di presentare, in questo lavoro,
un moddlo di credit risk management basato su logiche atuaridi. In particolare, s dedichera spazio
a Creditrisk+, la metodologia di misura e gestione del rischio creditizio messa a punto e diffusa da
Credit Suisse Financid Products'®, cercando di presentarne in modo chiao ed esaustivo i
meccanismi tecnici di base,

A td fine, verranno ripres e sviluppati numeros passaggi della documentazione tecnica diffusa da
Credit Suisse Financia Products, presentando anche dcuni esempi numerici di cacolo basati su un
semplice portafoglio di prova, composto da una decina di crediti. Nell’ultima parte dd lavoro, il
moddlo verra utilizzato per dimare le posshili perdite future su un portafoglio pit redigtico,
composto da dcune centinaia di predtiti. L’obiettivo di raccontare in modo quanto piu possbile
chiaro e fedde la metodologia Creditrisk+ non ci impedirg perdtro, di metterne in luce acuni
limiti, anche severi.

Prima di affrontare, nel prossmo paragrafo, la druttura matematica dd modello, desideriamo
ricordarne brevemente le principdi caraterigiche; ci0 ¢ consentira di cominciare a tratteggiarne
anche dcune carenze rispetto a principdi “concorrenti”l®. In particolare, ¢ soffermeremo sui
seguenti aspetti di Creditrisk+ (che verranno brevemente spiegati nel seguito di questo paragrafo):

a) E unametodologia per lagimadeladidribuzione delle perdite future;

18 Cfr. Credit Suisse Financial Products, 1997.

19 Un'introduzione a Creditrisk+ e ai principali modelli alternativi & offerta, tra gli altri, da Bellucci et al. (1999) e Saita
(2000).
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b) congdera il rischio di controparte, mentre dedica meno atenzione a rischi di esposzione e di
recupero;

C) adotta unadistribuzione binomiale degli eventi creditizi;

d) podula che le diverse contropati dano indipendenti tra loro per ogni dato scenario
Macroeconomico;

€) richiede dati di input in pate divers da queli necessari per implementare dtri moddli di credit
risk management.

a) Creditrisk+ concentra la propria dtenzione sulla sima ddle perdite future. S tratta di un
approccio ampiamente condivishile e coerente con gli obiettivi dd credit risk management,c os
come li abbiamo ddineati nel paragrafi precedenti; non 4 tratta, tuttavia, ded solo gpproccio
posshile. In dternativa, infatti, sarebbe posshile guardare dle variazioni nel vaore atude de
crediti (o nd loro valore di mercato, se d trattadi crediti quotati su un mercato secondario).

Il valore atude di un credito € funzione de fluss di ates e ddla curva de tass utilizzata per
scontarli; questa curva del tass incorpora uno spread che e funzione i) dd grado di liquidita del
mercato (eventudi shock di liquidita possono accrescere temporaneamente i tasd); ii) de merito
creditizio dd debitore (ciog, in ultima andis, dela probabilita che il debitore possa risultare
insolvente nel diverd stadi di vitadd debito).

La digribuzione delle perdite cattura il secondo fattore, ma non il primo. In dtri termini, se uno
shock sui tass (dovuto, ad esempio, a un fenomeno di flight to quality) dovesse raddoppiare o
spread richiesto dal mercato per predtiti ad una certa classe di debitori rischios (lasciando costante
la loro probabilita di insolvenza), la digtribuzione dele perdite non ne recherebbe traccia, mentre il
vaore di mercato dei prediti (gia erogati prima ddlo shock sullo spread) registrerebbe consstenti
minusvalenze.

Lavorando sulla digtribuzione delle perdite, e non del vaori atudi, Creditrisk+ perviene quindi ad
una gima dd rischio di credito che e “isolaa’ rigpetto ad eventudi shock negli spread di mercato;
S pud discutere se ciO rappresenti 0 meno un tratto desiderabile. Nell’opinione di chi scrive,
tuttavia, non pare saggio che il vaore di un portafoglio di crediti bancari vari in funzione de mark-
up richiesti dd mercato, se questi crediti non hanno ad un mercato secondario e sono
destinati ad essere conservati nd bilancio ddla banca fino dla loro scadenza naturde. Da questo
punto di vista, dunque, il riferimento dla distribuzione dele perdite agppare sodanzidmente corretto
per la maggior parte de prediti bancari, per i quai un mark-to-market rigoroso, oltre che difficile,
sarebbe scarsamente giudtificabile sul piano teorico. E' dtres vero, tuttavia, che se la diffusone
degli strumenti di titolarizzazione e cessone dd rischio di credito (ad esempio atraverso strument
derivati) dovesse assumere le caratteristiche di un mercato di massa, diverrebbe piu corretto, ed anzi
urgente, incorporare nel vaore dd portafoglio crediti (e nela misura dele posshbili minusvdenze
future) anche |’ effetto del possbili cambiamenti negli spread.

b) Se s prexcinde dd rischio legato dl’evoluzione degli spread (che, come § € visto, non trova
gazio in un modelo basato sulla digtribuzione dele perdite), il rischio di credito pud essere
logicamente scomposto in tre  componenti, (come evidenziato da una recente survey sulle
metodologie di credit risk management maggiormente diffuse in ambito internazionde®®). P
precisamente, I’eventude perdita registrata da una banca su un pregito pud essere vista come |l
prodotto di: i) default (una variabile binaria che vae uno in caso insolvenza, evento che puo essere

20 Cfr. BRI (1999).



piu o meno probabile); ii) loan equivalent exposure, cioé importo effettivamente prestato nel
momento in cui 9 veifica il default; iii) loss given default (perdita, per lira prestata, in caso di
insolvenza).

Risulta paese la naura docadtica, cioé incerta, del default (che, per definizione, pud verificars o
meno); meno evidente € invece come anche le dtre due componenti Sano intrinsecamente
stocagtiche. La exposure pud non essere codante perché, ad esempio, esistono linee di credito
irrevocabili da cui il debitore puod atingere (e tendera a farlo in misura crescente dl’aggravars dele
proprie difficolta finanziarie). La loss given default (detta ache severity) € necessariamente incerta,
vigo che il vdore degli ativi di un'impresa fdlita (e la sessa edgibilita ddle eventudi garanzie)
non puod essere previsto senza margini di errore, e non € dunque possibile stimare con certezza quale
percentuae del credito perduto potraessere recuperata dalla banca.

Di conseguenza, tutte e tre queste componenti concorrono a determinare I'dea che circonda
I’ammontare delle perdite future. Non tutti i moddli di credit risk management, tuttavia, ne tengono
conto in modo esaudtivo. In paticolare, Creditrisk+ § concentra sul primo fattore, ovvero sul
default, mentre I'importo prestato e la severity sono considerai noti a priori*l. Ne consegue una
possibile sottostima del rischio, che induce a consderare con quache cautda le prescrizioni del
modello. E comunque posshile, una volta preso ato di quedta limitazione, sforzars di porvi
rimedio. Per esempio, € posshile utilizzare la druttura logica dd modelo e fare ricorso a
smulazioni Montecarlo per verificare le conssguenze di variazioni ndla severity o ndl efettiva
esposizione creditizia

C) In Creditrisk+ 9 suppone che un credito evolva in modo binomide: d termine di un dato arco
temporae il prestito pud essere ancora in bonis oppure aver dato luogo a una perdita Tutti i
posshili dati dd mondo sono quindi riassunti dd  binomio “sopravvivenzalinsolvenza':  non
esgono Stuazioni intermedie e ci0 che piu conta, tutti i crediti non insolventi sono condderd
ugudli.

Questa scelta € diretta conseguenza dele origini “asscurdive’ dd moddlo: nella matematica delle
assicurazioni, infatti, la compagnia € chiamata a pagare la prestazione pattuita con il cliente solo
quando s verifica un determinato evento (morte dell’asscurato, incendio, disastro aereo, ecc.). Le
tecniche per il dimensonamento ottimae delle riserve e dei premi asscurativi Sono dunque fondate
su fenomeni tipicamente binomidli.

In redtq un credito vivo puod essere consderato esigibile con divers gradi di cetezza: la durata
resdua del credito e la solidita finanziaria del debitore concorrono a rendere piu 0 meno probabile il
suo rimborso. Per questo motivo, metodologie diverse da Creditrisk+ (come Creditmetrics, diffusa
ddla banca americana JP. Morgat?) preferiscono descrivere le possibili evoluzioni di un presiito
con una didribuzione multinomiale, dove accanto dl'insolvenza de prenditore trova posto una
plurdita di dati vivi, ognuno contraddiginto da un diverso livdlo di rischiosta (quindi da un
diverso vaore dd credito, o da differenti aspettative circal’ ammontare delle perdite future).

Il ricorso ad una digribuzione multinomide gppare particolarmente utile quando, per contenere la
complessita degli dgoritmi  utilizzati nella gima ddla didribuzione dele perdite, S ritiene utile
limitare ad un arco di tempo relativamente breve I’ orizzonte temporade dd modelo. Per esempio, in

2L | 'ipotesi che la loss given default possa essere considerata deterministica & quanto meno discutibile, perché
sottintende che il valore di realizzo delle garanzie ed il periodo di temp o necessario per laloro effettiva escussione siano
noti con certezza ala banca. Viceversa, proprio la sovrastima del valore delle garanzie rappresenta un rischio
particolarmente insidioso, come mostra, ad esempio, il caso dei real estate loans erogati dalle casse di risparmio
statunitensi (ma anche da molte banche commerciali inglesi e francesi) nel corso degli anni ’80.

22 Gupton et al. (1997)..



presenza di un portafoglio composto da finanziamenti di  scadenza diversa, comprensvo di
posizioni a medio e lungo termine, € posshile decidere di limitars a consderare solo il livelo dele
perdite che 3§ manifesteranno dlafine del primo anno.

In una dmile evenienza, se S condderano oltanto insolvenza e sopravvivenza, tutti i crediti rimati
vivi dopo dodici mes verrano condderdi dla dregua di importi certi, giungendo ad un risultato
intrinsecamente impreciso. Viceversa, un moddlo di tipo multinomide consentira di regisrare la
diversa qudita dei predtiti ancora in bonis, e di tenere conto di eventudi variazioni di vadore nd
portafoglio dovute ad unariduzione dell’ affidabilitade debitori.

Naturdmente, un moddlo binomide risulta, a parita di dtre condizioni, meno complesso da punto
di visa maematico; € dunque reativamente piu fecile estenderne I'orizzonte temporde fino ad
abbracciare I'intero arco di vitadei prestiti appartenenti a portafoglio considerato®.

d) Creditrisk+ ipotizza I'indipendenza condizionale da singoli crediti. Avremo modo di ritornare
diffusamente su queda ipotes, di cui ¢ limitiamo a chiarire, per ora, i meccanismi fondamentdi. In
pratica, § assume che, per ogni possibile sato de mondo, i crediti presenti nd portafoglio di una
banca sano incorrelati, cioé che il fdlimento di un debitore non dipenda, in nessun modo, da quello
degli dtri.

Apparentemente, ci0 equivde a negare la redtg vido che I'esperienza ed il senso comune
suggeriscono che i fdlimenti delle imprese a cui le banche concedono credito non sono di norma
isolati e indipendenti, ma tendono a produrs a “ondat€’, man mano che lo dao di dissesto S
propaga da un cliente dl’ dtro.

Quedta ipotes di indipendenza vde tuttavia solo per le digribuzioni condiziondi (cioé conseguenti
ad un dato gato de mondo); se 9 dlarga il quadro fino a ricomprendere tutti i possbili Sati del
mondo futuri, dlora la digribuzione complessiva (“non condizional€’) delle perdite mostra un certo
grado di corrdlazione tra i divers debitori, visto che tutti tendono a reagire in modo simile a divers
dati di natura

Congderiamo un semplice esempio: la tavola 2.1 mostra le probabilita di insolvenza ddla ditta
Ross e dela ditta Bianchi. In particolare, il pannelo superiore € vdido quando I'economia € in
egpansone. La probabilita che entrambe faliscano contemporaneamente € esattamente pai d
prodotto delle probabilita di default individudi; in dtri termini, la corrdazione tra Bianchi e Ross e
gpparentemente nulla, e i due debitori sono indipendenti. Nl panndlo inferiore € riportato invece |l
cao di economia in recessone di nuovo la probabilita congiunta € il semplice prodotto di quelle
margindi, ma tutti i vaori sono cresciuti (tanto la ditta Ross che la ditta Bianchi risentono
davorevolmente di una recessone, cioé reagiscono in modo smile a un diverso sgato del mondo).

23 Per vedere come ciod sia possibile nel caso di Creditrisk+, cfr. I’ appendice C.
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Tavola 2.1:
Probabilita di default di due debitori
in due possibili stati del mondo

(a) Espansione

Bianchi
Fallisce Nonfallisce Totale
Fallisce 0.08% 1.92% 2%
Rossi  Nonfallisce  3.92% 94.08% 9%BY%
Totale 4% 9%6% 100%
(b) Recessione
Bianchi
Fallisce Nonfallisce Totale
Fallisce 0.60% 5.40% 6%
Rossi  Nonfallisce  940% 84.60% A%
Totale 10% 9% 100%

Se, per samplicita ammettiamo che espansone e recessone Sano | soli stati ded mondo possibili,
ognuno con probabilita pari a % dlora possamo codruire la didribuzione non condizionde dele
probabilita di default, che é riportata nella tavola 2.2. Da dati dela tavola € possbile ricavare il
coefficiente di corrdazione edgente tra il default dela ditta Ross e quelo ddla ditta Bianchi;
questo, lungi ddl’essere nullo, risulta postivo e superiore a 1%. Abbiamo dunque verificato come
da posshile condgderando piu didribuzioni condiziondi a corrdazione nulla, introdurre una
covarianza positivatrai dissesti di pitl prenditori®*.

Tavola 2.2:
Probabilita di default non condizionale di due debitori
Bianchi
Fallisce Nonfallisce Totale
Fallisce 0.34% 3.66% 4%
Rossi  Nonfallisce  6.66% 89.34% %%
Totale ™ 93% 100%

Questo agpproccio € tipico di Creditrisk+, ma e utilizzato anche in dtri modeli di credit risk
management. Per esempio, nd modelo CreditPortfolioView sviluppato da McKinssy & Co?® §
ipotizza che i tass di insolvenza (cioe le probabilita di default) dei singoli debitori rispondano (con
gadicita piu 0 meno spiccae) ad una serie di fatori macroeconomici, qudi I'inflazione, la
disoccupazione o il tasso di crescita del prodotto interno lordo. In questo modo, oltre a poter
codruire una didribuzione ddle insolvenze non condizionde, che abbraccia tutti i posshili dati di
natura, diventa possihile concentrars su uno O piu scenari ritenuti  particolarmente veroamili sulla
base di uningemedi previsoni macroeconomiche.

Completamente diversa gopare invece I'impostazione metodologica di Creditmetrics, che lavora
direttamente su una distribuzione non condizionale, addossando agli utilizzatori del modello I onere
d gspecificae in modo esplicito la marice ddle corrdazioni empiricamente vdide per ogni
posshile coppia di imprese affidate. Perdtro, recentemente gli stess autori di Creditmetrics hanno,
in quache misura, recepito nd loro moddlo la posshilita di fae ricorso a digtribuzioni

24 |a tavola 2.2 rappresenta un esempio elementare di “distribuzioni mista’, ottenuta combinando piu distribuzioni
condizionali. Per un’introduzione matematica, cfr. Daykin et. a. (1994), in particolareil capitolo 2.

25 Cfr. McKinsey (1998).
11



condiziondi, riuscendo tra I'dtro a ridurre i tempi di cacolo necessari per la stima dd capitde a
rischio, soprattutto nel caso di portafogli composti da un elevato numero di piccole posizioni2®.

€) Un'ultima consderazione riguarda i dati di input necessari per il funzionamento di Creditrisk+.
In effetti, tutti i moddli per la misura dd rischio di credito mess a punto negli ultimi anni sono
cadterizzati da un devato fabbisogno di informazioni, che ne limita I'goplicabilita pratica e,
tavolta, la stessa dffidabilita Per dimentare tai moddli non € solo necessario disporre di databases
molto particolareggiati e “collaudati” su un aco di tempo sufficientemente vasto: e dtres
indispensabile disporre di dime attendibili per variabili che non possono essere  direttamente
osrvate (ad esempio, la probabilita di insolvenza dei singoli  prediiti); vi € quindi il rischio che
erori ndla fase di stima dei parametri possano condurre a misure di rischio errate o fortemente
volatili. Anche per questo, gli autori di Creditrisk+ ritengono che il loro moddlo abbia un punto di
forzanella capacitadi funzionare basandos su uninsemedi dati di input particolarmente ridotto.

In effetti, Creditrisk+ non richiede taune informazioni che risultano invece indispensabili per poter
implementare correttamente dtre metodologie: in particolare, diversamente da moddli basati sul
vdore di mercato del portafoglio crediti, non comporta la sima di curve de tass ad hoc per
prenditori di differente qudita (ima che puo risultare particolarmente onerosa ed incerta s2 S ha a
che fare con un portafoglio di imprese che non emettono direttamente debito sul merceto). Inoltre,
come osservato sub d), non richiede dl’utente di specificare in modo esplicito la matrice delle
corrdlazioni tra i divers debitori, che rappresenta invece un passaggio complesso e ddicato
nell’implementazione di acuni dgoritmi concorrenti, come il giacitato Creditmetrics.

Tuttavia, anche Creditrisk+ impone dl’ utilizzatore la costruzione di una base informativa tutt’dtro
che samplice. In paticolare, come s vedra meglio ned prossmo paragrafo, € necessario indicare,
per ogni sngolo credito, in che modo la sua probabilita di default dipenda dai principdi fattori
macroeconomici che governano il cido ddle sofferenze e de dissesti finanziari. Quedti fattori,
inoltre, devono essere red ortogondi atraverso gppodte procedure datistiche (qudi I'andis
fatoride o I'andis ddle componenti principdi), e perdono quindi la connotazione di semplici
variabili macroeconomiche (come I'inflazione, il cambio, il prodotto nazionae), diventando quindi
meno intuitive e meno facili datrettare.

3. I modello Creditrisk+ passo dopo passo

3.1 Prevedere il “decesso” di un credito

Immaginiamo di avere erogato un prestito bancario e di conoscere la probabilita di insolvenza
dell’ affidato su un dato arco di tempo®’. In concreto, questa probabilith dovra essere approssmata
con una procedura di rating?® che consenta di ricondurre ogni debitore ad sottogruppo di crediti
qualitativamente omogene; ad ogni clase di rating fara riscontro un dato (storico) circa I'incidenza
delle insolvenze passate, che potraessere utilizzato come stima della probabilitadi crisi future?®.

26 Cfr. Finger (1999).

27 |mmagineremo che tale periodo di tempo, uguale per tutti i crediti in portafoglio, sia pari ad un anno. Sul passaggio a
orizzonti di rischio diversi si ritorneranell’ appendice C.

28 Cfr. ad es. De Laurentis (1999a e 1999b).

29 | a disponibilita di dati storici sufficientemente significativi costituisce in effetti un prerequisito per un’ efficace
implementazione delle metodologie di controllo del rischio di credito, e I'approccio attuariale di cui si tratta in questo
lavoro non rappresenta un’ eccezione. E' quindi positivo che vadano infittendosi le iniziative rivolte a dotare le banche
italiane di un patrimonio informativo sufficientemente vasto e finalizzato ad aimentare simili modelli di analisi: tra le
iniziative recenti, vanno ricordate con soddisfazione quelle della Centrale dei Bilanci e della Banca d'Italia, volte a
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Possamo rappresentare I'evento “insolvenza del i-esmo  debitore” con una variabile casude
discreta, che vde 1 in caso di default (con probabilita p;), O dtrimenti (con probabilita 1- p;). La
digribuzione di probabilita di questa varigbile casude potra essere dntetizzata dalla sua funzione
generatrice delle probabilita(f.g.p., cfr. appendice 1), cioe da

F(2)= Zo(l' pi)+ z'p =1+ p(z-9) [3.1]

S trata di una funzione della variabile ausliaria z dove il termine di grado n-esmo rappresenta la
probabilitadi assigtere a n default (in questo caso, come S € detto, n pud assumere soltanto i vaori
0 e 1). Se anziché un solo debitore ne esistono malti (dicamo m), e se possamo ritenere, in prima
goprossmazione, che I'insolvenza di ogni debitore da indipendente da quella degli dtri, dlora la
funzione generetrice delle probabilita ddl’evento somma (“numero di default che d verificano a
partire da m debitori”) & semplicemente la produttoria delle funzioni generatrici del singoli defaullt
(cioedi mfunzioni ugudi dla3.1). In pratica, laf.g.p. de numero totale di default sara

o I 5 log[2+ pi(2-1)]
F(=0OF(2=01+p(z-D=e" [3.2]
i=1 i=1
A questo punto, per poter procedere, dobbiamo accettare un’ approssmazione. E' noto che
. log(1+x) _
lim—,— =1
x® 0

In questo caso, x=pi(z-1) pud essere considerato prossimo alo zero se p; € ragionevolmente piccolo.
Di conseguenza, e riteniamo che la probabilita di insolvenza dei singoli debitori Sa molto bassa,
possamo riscrivere laf.g.p. dd numero totale di default come:

gPi(Z‘l)
1

F(2) @~ =g [3.3]

dove mzé p. rappresenta il numero totale di default ates® (e quindi & per definizione, la media
i=1
della variabile casude “numero di default totdi”).

Consderiamo oral’ espansionein serie di McLaurin delaF(2) cosi approssmata:

F(2) =F(0)+ F§0)z+ F«I(O)Z?Z+~-+F<“)(0)%nl+m =

34
niz* Mz~ _ g e"niZ 34

=e"+e "z +e " +o-+e "

n! o N

Il generico coefficiente di Z°, cioé

produrre serie storiche dei tassi di insolvenzadi gruppi di debitori omogenei (appartenenti alla stessa classe di rating nel
primo caso, segmentati per settore d’ attivita area geografica e classe dimensionale nel secondo).

30 Consideriamo ad esempio un portafoglio di cinquecento crediti, ognuno con probabilita di default pari a 2%. E’
evidente che la somma delle probabilita di default (qui, semplicemente 500:2%=10) fornisce il numero di insolvenze
attese dal portafoglio.
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e "m
p(n) =~ [35]

rappresentala probabilitache s verifichino n insolvenze,

Vediamo come la [3.5] possa essere gpplicata ad un semplice esempio pratico. La tavola 3.1 riporta
un portafoglio di tre crediti; ad ognuno € Sata assegnata una certa probabilita di insolvenza; il totae

(M e il numero di default ates in un anno (0,035). Ne segue che la probabilita di assistere a 0
default € pari a:

e 0,035 010350 _

e %% =06,56%
o

p©0) =

Andogamente, la probabilita di assstere ad una sola insolvenza (non sgppiamo se da parte dela
ditta Bianchi, Ross o Verdi e pari a

e %9%0,035'

T = 0,035e *** =3,38%

p@) =

In modo andogo S ricavano le probabilith asociste a due e addirittura tre insolvenze
(rigpettivamente: 0,059% e 0,001%).

Tavola 3.1
Esempio con trecrediti

i Debitore Probabilita
di default (p;)

1 Rossi 1%
2 Bianchi 2%
3 Verdi 05%
N. di default attesi (n): 0.035

| vaori complessvamente ridotti delle probabilita di default di questo esempio ¢i hanno permesso
di utilizzare con edti soddisfacenti I’ goprossmazione modtrata ndla [3.3]. Va sottolinegto, tuttavia,
che il grado di accuratezza ddl approssmazione diventa sempre meno accettabile a crescere delle
probabilita di insolvenza. La tavola 3.2 mostra come, se il merito di credito de tre debitori fosse
peggiore, le probabilita vere s discosterebbero, anche sensbilmente, da quelle simate atraverso la
[3.5]. In €ffetti, la f.gp. indicata nela [3.4] € quela di una variabile casude di Poisson, o degli
eventi rari, utilizzata in datidica per modellare Stuazioni in cui la cui probabilita di redizzazione di
ogni singolo evento & trascurabile®:.

31| lettori piti attenti si saranno accorti che, nel caso 3 riportato nella tavola, il totale delle probabilitanon assomma a
100%, ma ad un valore inferiore. Cio dipende dal fatto che I’ approssimazione implicita nella [3.5] conduce ad assegnare
una probabilita positiva, e prossima all’uno per cento, anche ad un evento impossibile, e cioe al’insorgere di quattro
default in un portafoglio costituito da solo tre crediti! Per questo ci € parso importante attirare I’ attenzione del |ettore sul
valore approssimato dei risultati conseguibili con latecnica CreditRisk+.
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Tavola 3.2
Esempi di cattiva approssmazione

Caso 1l Caso 2 Caso 3
Probabilitadi default dei singoli debitori

Rossi 1.0% 5.0% 25.0%

Bianchi 2.0% 10.0% 50.0%

Verdi 0.5% 2.5% 125%

Probabilitadi assistere an default

Simate Vere Simate Vere Simate Vere
0 96.6% 96.5% 83.9% 83.4% 241.7% 32.8%
1 34% 34% 14.7% 15.8% 36.5% 48.4%
2 0.1% 0.0% 1.3% 0.8% 16.0% 17.2%
3 0.0% 0.0% 0.1% 0.0% 4.7% 1.6%

Ancora a proposito dela [3.5], osserviamo che essa non richiede di specificare il numero di crediti o
le probabilita di default dei singoli prenditori (che pure abbiamo riportato nelle tavole, per rendere
pit comprenshbili gli esempi), ma semplicemente il numero m di insolvenze etese entro I’ orizzonte
di rischio prescelto (ad esempio, entro un anno).

A conclusone di questa sezione, riportiamo un esempio leggermente piu complesso, che ¢
accompagnera nd seguito di questo paragrafo: g tratta di un portafoglio di tredici crediti, per i qudi
abbiamo indicato le probabilita di default individudi (tav. 3.3) e la didtribuzione ddla variabile
casude “numero totde di default” (figura 3.1) ottenuta gpplicando la [3.5] (per rendere piu leggibile
il grafico, 9 sono omess i vaori ddl’ase verticde compres tra 20% e 80%). Ossarviamo che
I’evento maggiormente probabile & dato ddla “sopravvivenza’ di tutti di predtiti, seguito da caso in
cui un solo prenditore risulta insolvente. Gli scenari in cui piu di due prediti  risultano
contemporaneamente  insolventi sono  talmente  improbabili che gli igogrammi  ad associdi
risultano amaa penavighili.

Tavola 3.3
Esempio con 13 crediti

i Debitore Probabilitadi default (p;)
1 Rossi 1%
2 Bianchi 2%
3 Verdi 0.50%
4 Gidli 204
5 Neri 1%
6 Mori 1%
7 Grossi 1%
8 Piccoli 2%
9 Astuti 250%
10 Codardi 2%
11 Stupazzoni 0.50%
12 Molinari 2%
13 Vasari 1%

N. di default attesi (m): 0.1850
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Figura 3.1: probabilitaassociate al numero di insolvenze in un portafoglio di 13 crediti

Prima di procedere, soffermiamoci su un’ultima, importante precisazione: la [3.2] € data ottenuta
ipotizzando che I'insolvenza di ogni debitore sa indipendente da qudla degli dtri. In redta € noto
come le insolvenze bancarie Sano un fenomeno ciclico, e come i debitori tendano a fdlire in modo
corrdato gli uni con gli dtri. La condizione di indipendenza gppare quindi ecceziondmente
irredidtica, e tde scarsa aderenza d mondo rede sembrerebbe tale da minare nel profondo I'intero
modello presentato. In effetti, sgppiamo (cfr. 8§ 2.2) che é possbile ipotizzare I'indipendenza tra
debitori nella distribuzione di probabilita condizionde ad un dato sato dd mondo, e tuttavia
ottenere una digtribuzione non condizionde contraddistinta da una certa correlazione tra crediti. In
particolare, nel 8§ 3.3 vedremo come da posshile includere nd modello il fatto che I'insolvenza de
sngoli prediti dipende da una serie di fattori. Prima, tuttavia, € necessario mogtrare come, oltre che
a prevedere il numero del debitori insolventi, questa metodologia possa servire a derivare una sima
delle possihili perdite.

3.2 Prevedere le perdite associate al decesso dei diversi crediti

Il numero di debitori in default rappresenta una variabile casude di scarso interesse per chi gestisce
i rischi di una banca: ben piu dgnificativa € la misura de danno economico conseguente da queste
insolvenze, cioé delle perdite su crediti associate.

Le perdite su crediti rgppresentano una varigbile monetaria, libera di assumere un’infinita di vaori

U una scda continua;, apparentemente, quindi, il modello sviluppato nel paragrafo precedente,
basato su una variabile discreta, non puo essere di grande utilita
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Per continuare ad avvders di quel modello, e tuttavia posshile cercare di descrivere il portafoglio
crediti della banca atraverso una scala discreta, raggruppando le esposizioni (cioé le perdite
asociae dl’insolvenzadel divers dienti®?) in un numero limitato di “gradini”.

La tavola 3.4 modtra il portafoglio di 13 debitori gia descritto nel paragrafo precedente: per ognuno,
abbiamo riportato I'ammontare del prestito e ddla perdita atesa in caso di default. Quest’ultimo
valore é riesposto anche in versione arrotondata, cioé repportata ad una scada discreta, usando come
unitadi misura (L) un valore di 10.000 euro.

Tavola3.4
Portafoglio di 13 debitori con importi e perdite attese

# Nome Probabilita  Importo Importo Perdita
di default arrotondato* attesa

(pi) (L) (vi) (D)

1 Rossi 1% 11,000 1 110
2 Bianchi 2% 12,000 1 240
3 Verdi 0.50% 11,000 1 55
4 Gidli 2% 9,500 1 190
5 Neri 1% 22,000 2 220
6 Mori 1% 21,000 2 210
7 Grossi 1% 19,500 2 195
8 Piccoli 2% 20,300 2 416
9 Astuti 250% 33,000 3 825
10 Codardi 2% 28,500 3 570
11 Stupazzoni 0.50% 31,000 3 155
12 Molinari 2% 30,800 3 616
13 Vasari 1% 29,000 3 290
Totale 18.50% 279,100 4.092

* usando come unitadi misuraL = 10.000€

Ossarviamo che:

1. Con I'arotondamento diventa posshile assegnare tutti i crediti in portafoglio ad un inseme
finto d m (qui: 3) bande la prima incude i prediti di ammontare vi=1 (righe da 1 a 4), la
secondaqueli di importo v,=2 (da’5 a8), I' ultimaqudli con esposzionevs=3 (da9 a 13).

2. Abbiamo supposto che la perdita attesa Sa data da prodotto tra importo prestato (esposizione) e
probabilita di default, assumendo implicitamente che, in caso di insolvenza, la percentude di
recupero (recovery rae) sa nulla Sarebbe possbile tuttavia, introdurre vaori di &<piLi, a
indicare tassi di recupero positivi®.

32 Come s ricorderadal § 2.2, in generale I’ esposizione indica I’ anmontare totale del prestito in essere a momento
dell’insolvenza: di questo, si presume che una certa percentuale (“recovery rate”) possa essere recuperata attraverso
I’escussione di garanzie o attendendo la conclusione delle procedure di liquidazione coatta, mentre la restante parte
rappresenta la perdita vera e propria (“severity”, o “loss given default”). Nel seguito di questo paragrafo, invece,
supporremo che |’ esposizione e la perditain caso di default coincidano (cioe che laloss given default sia sempre pari al
100%).

3 E' possibile incorporare il recovery rate R sull’i-esimo credito intervenendo direttamente sull’ esposizione, indicando
con Li(1-R)) anziché con L; I'ammontare prestato su cui operare il banding (& questa la strada indicata nel documento
tecnico del CR+ e ripresa da Saita, 2000) In alternativa, come accennato nel testo, si puod porre pari a |;=piLi(1-R) la
perdita attesa per lira prestata. E' comunque necessario considerare, R, come una grandezza deterministica nota a priori;
se, correttamente, si desidera trattarlo come una variabile stocastica, eventualmente correlata con p;, € necessario
abbandonare il modello CreditRisk+ e adottare schemi piu sofisticati, eventualmente basati su simulazioni Montecarlo.
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3. E posshile riscrivere anche le perdite atese come g°l /L, adottando come nuova unita di
misura L. In questo caso, diversamente che per vi, non € necessario operare arrotondamenti.

4. Per ogni banda j, definiamo m©° § & doe il numero di default attesi nella banda®. Di
ilvi:vj i
conseguenza, nf é_ mindicail numero di defauilt attes ddll’intero portafoglio.

=1

5. Sempre per ogni banda, €, ° é € indicala perditatotale attesain quella banda

ilvi=j

E' ora posshile gpplicare la [3.5] a crediti di una quasias banda Seguendo ragionamenti anaoghi
aqueli sviluppati nd paragrafo precedente 5 hache

e"nf 13.6]

nl

p(n) =

descrive la probabilita di assstere a n default dl’interno della j-esma banda, ovvero di incorrere in
una perditadi anmontare gpprossmativamente uguae anviL.

Anaogamente, possamo dire che

- m;

i
p(nv,) == 37

esorime la probabilita associata ad un numero nv; di perdite, ognuna di ammontare L, provenienti
dallabanda;.

Ddla [3.7] possamo risdire dla f.gp. che I'ha generata, cioé dla f.g.p. ddla vaiabile casude
“numero di perdite di importo L provenienti ddllaj-esimabanda’:

e"m

nl

nv;

¥ ¥ vi
o} o} nv; _ -I'T'IJ'*'I'T'IJ'ZJ

G (2=a p(nv,)z" =g z" =€ [3.8]
n=0 n=0

(nell’ultimo  passaggio, abbiamo ripercorso in senso inverso o sviluppo di McLaurin utilizzato nella

[3.4]).

La [3.8] esprime le perdite attese dala banda j come multiplo di L, cioé su scala omogenea per
qualungue j. Di conseguenza, se continuiamo a ipotizzare che i crediti Sano indipendenti (e questo
vde dl'interno delle sngole bande ma anche tra bande diverse), potremo ricavare, come
produttoria delle singole Gj(2) la f.g.p. complessva ddla variabile-somma “numero totale di perdite
di ammontare L generate dall’intero portafoglio™:

g -m +mjzvj - n&g mjzvj

G(2) =6Gj(z) =e™ —e 7 [3.9]

34 Nell’ esempio della tavola 3.4, avendo supposto tassi di recovery nulli, possiamo scrivere (in analogia a quanto fatto
[o]
nel paragrafo precedente) M @ @ P - L'uguaglianza ha valore approssimato per effetto del passaggio dagli importi
iV =]
redi (L;) aquelli arrotondati (viL).
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Poiché la [39] & una f.gp., il termine di grado n dd suo sviluppo di McLaurin®® esprimera la
probabilita di perdere nL euro aull’intero portafoglio. Tutta la distribuzione delle perdite future
(“discretizzatd’ attraverso il passaggio a multipli interi di L) € dunque ora perfettamente nota.

Per esempio, il termine di grado 6 esprimera la probabilita di perdere 6L euro, non importa se
atraverso il default di due crediti di bandatre, di tre crediti di banda due, o in dtri modi ancora.

Riprendendo i dati della tavola 3.4, possamo ora cacolare la digtribuzione delle probabilita delle
perdite sul portafoglio di 13 crediti. A ta fine, prepariamo ndla tavola 3.5 dcuni dati di riepilogo
aulle tre bande:

Tavola 3.5
Alcuni dati di sintes per bande
Esposizione N defaults Perdita
Vi attesi m attesa g
1 0.060 0.06
2 0.052 0.10
3 0.082 0.25
Totde nm=0.1934 041

(osserviamo che per effetto ddl’ arrotondamento legato dla suddivisone in “bande” su una scda
discreta, il numero totale di default attes e leggermente diverso da quelo indicato, per il medesmo
portafoglio, nellatavola 3.3).

La digdribuzione di probabilita generata con la [3.9] (atraverso I'implementazione descritta
nell’appendice B), € qudla illusrata nella tavola 3.6 e rappresentata in figura 3.2. | vaori di
probabilita associati a vaori di n compres tra 11 e 29 non sono dati riportati nella tavola, in quanto
prossmi azero®®.

35 Lo sviluppo di McLaurin della [3.9] non é difficile, ma nemmeno immediato. Lo riportiamo nell’ appendice B, che
riprende e sviluppala documentazione tecnicadei CreditRisk+.

% In effetti, s tratta di valori positivi, anche se molto piccoli. Naturalmente, I’ approssimazione basata sulla Poisson
genera valori di probabilita positivi (anche se trascurabili) anche per casi impossibili: ad esempio, genera una
probabilita pari a 54408 anche per n=31 (che equivale ad una perdita di circa 310.000 €, cioé superiore a totale della
tavola3.4).
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Tavola 3.6
Distribuzionedi probabilita

delleperdite
n Perdita  Probabilita

(nL)
0 - 82.41%
1 10,000 4.90%
2 20,000 4.44%
3 30,000 7.01%
4 40,000 0.52%
5 50,000 0.37%
6 60,000 0.30%
7 70,000 0.03%
8 80,000 0.02%
9 90,000 0.01%
10 100,000 0.00%
30 300,000 0.00%

Come in precedenza, il caso piu probabile € qudlo in cui nessun debitore risulta insolvente a fine
periodo, e la perdita su crediti risulta nulla Meno probabili, ma non trascurabili, sono gli scenari in
cui il portafoglio crediti genera perdite comprese tra i 10.000 e i 30.000 euro. La perdita media,
pesata per le probability e pari a circa 0,41L, cioé a 40.920 €; 9 tratta, ovviamente, ddla stessa
perdita attesa riportata nelle tavole 3.4 e 3.5.

90%

80%

70%

60%

50%

40%

30%

20%

10%

0%
0 123 456 7 8 9101112 13 141516 17 18 19 20 21 22 2324 25 26 27 28 29 30

Figura 3.2: probabilitaassociate alle perdite su un portafoglio di 13 crediti

3.3 Cosa cambia se i tassi di default sono stocastici.
| risultati fin qui riportati 9 basano su due ipotes di lavoro estremamente impegnative:

1. S conosce, con certezza, la probabilitadi default di ogni debitore;

2. S assume che i crediti presenti in portafoglio Sano incorrdeti, ovvero, che il default di un
prenditore Saindipendente da qudlo di tutti gli dtri.
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Nella redta pero, accade che il tasso di insolvenza dei debitori non sSa costante. Prova ne € che il
tasso di default medio dd portafoglio pud essere, di ano in anno, superiore (o inferiore) d suo
vaore atteso di lungo periodo (e questo fatto accresce la probabilitadi assistere a perdite estreme).

In effetti, il tasso di default dei dSngoli debitori non € deterministico, ma pud essere rappresentato
come una varidbile docadtica influenzata da uno o piu “fattori ambientai” (background factors),
indipendenti traloro.

In prima approssmazione possamo pensare che divers fattori ambientali influenzino in modo
esclusivo 1 divers settori in cui € posshile suddividere il portafoglio crediti di una banca ad
esempio, lo sato di sdute ddl’economia itdiana € un fatore ambientde che influenza soltanto |l
tasso di default dei debitori itdiani, ed € indipendente da fattori che influenzano i restanti settori
del portafoglio.

S tratta di una visone “a compatimenti agni” e un po' semplicistica, che vedremo di rimuovere
nel seguito. Pur se limitata, tuttavia, essa rappresenta un passo avanti rispetto ale ipotes de
paragrafi precedenti, perché ¢ consente di “moddlareg’ il fato che i tass di insolvenza delle
impree italiane (0 tedesche, 0 americane...) tendono a crescere e a ridurs inseme, in rispoda dle
fluttuazioni della congiuntura macroeconomica

Tavola 3.7
Caratteristichedel portafoglio “ settorizzato”

# Nome Settore Importo Banda| Rating Probabilitadi Errorestd dellal  Perdita
(L) v default probabiltadi|  attesa
attesa Ei default (s;) ()
1 Rossi I 11,000 1 AA 1.0% 1.0% 110
2 Bianchi S 12,000 1 BBB 2.0% 3.0% 240
3 Verdi I 11,000 1 AAA 05% 19% 55
4 Gidli S 9,500 1 BBB 20% 3.0% 190
5 Neri I 22,000 2 AA 1.0% 1.0% 220
6 Mori S 21,000 2 AA 1.0% 1.0% 210
7 Grossi I 19,500 2 AA 1.0% 1.0% 195
8 Piccoli S 20,800 2 BBB 20% 3.0% 416
9 Astuti I 33,000 3 BB 25% 19% 825
10 Codardi S 28,500 3 BBB 2.0% 3.0% 570
11 Stupazzoni I 31,000 3 AAA 0.5% 19% 155
12 Molinari S 30,800 3 BBB 20% 3.0% 616
13 Vasai I 29,000 3 AA 1.0% 1.0% 290

Totale Servizi 11.0% 16.0%

Totale Industria 7.5% 9.6%

La tavola 3.7 ¢i mostra acune modifiche che € necessario introdurre nd nostro portafoglio per poter
dare conto dei divers setori in presenti. Le righe verticdi tratteggiate dividono la tabela in
queattro sezioni, che commentiamo separatamente;

1. Lajprimasezione contiene, come sempre, NUMeEro progressivo e nominativo dei debitori.

2. La seconda modra la suddivisone dei 13 crediti in due settori (I come indudria e S come
siz®’), che, per ora, verrano consderai mutuadmente indipendenti. Questa suddivisione

37 S tratta, ovviamente, solo di un esempio didattico; nella realty due indici congiunturali relativi aindustria e servizi
non sarebbero certo indipendenti, e non rappresenterebbero quindi dei buoni background factors per Creditrisk+.
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(evidenziata anche con il diverso colore dello sfondo) non sodtituisce quella per fasce d importo
operata in precedenza, ma S sovrappone ad essa, cosi che ora ogni k-esimo settore S articola in
m(k) bande. Per ogni banda del k-esmo settore, continueremo a cacolare le grandezze gia
incontrate nel paragrafo precedente, ad esempio I'importo vi*) o |a perdita attesa ).

3. La taza sezione illugra un profondo cambiamento di dgnificato nel tass di default da sangoli
debitori, non piu determinigtici, bensi stocadtici. Se prima la probabilita di insolvenza del signor
Ross era data e codante, ora € diventata una variabile casude di cui, in tabela, riportiamo la
media e I'erore standard. Poiché non € possbile codruire, per ogni singolo nominativo in
portafoglio, una sima di questi due parametri, conviene dffidar's ad un procedimento
“dl’ingross0”: ad ogni debitore gli andidi della banca assegnano un rating, e per ogni livelo
del rating sono disponibili sime (basate su dati passati) del tasso di default atteso e ddla sua
voldtilita (un esempio di queste gime € riportato nella tavola 3.8, che € Saa presa a riferimento
per I'esempio dellatavola 3.7).

Tavola 3.8
Esempio di rating
Tasso di default  Errore

atteso standard
AAA 0.50% 0.3%
AA 1% 1.0%
A 150% 1.9%
BBB 2% 3.0%
BB 250% 4.4%
B 3% 6.0%
CCcC 5% 15.0%

4. Ndl'ultima sezione S riporta, come in precedenza, la perdita atesa. Anche se in gpparenza |l
vaore non & cambiato, € il suo dgnificato ad essere diverso. Se prima questo valore era ottenuto
moltiplicando il vaore del credito per la probabilita certa (pi) di un evento incerto (il default),
ora incorpora il valore dd credito e il vaore ateso (P,) di una probabilita incerta (la

indicheremo con P, , proprio perché e divenuta stocastica).

Vediamo oradi chiarire meglio lanatura stocastica delle “nuove’ p, .

Per farlo, congderiamo il numero totde di insolvenze che § manifestano, in un anno, dl’interno di
un dato settore. E' evidente che tade vaore non € costante, ma risente delle condizioni congiunturali.

E quindi dd tutto ragionevole rappresentarlo con una varigbile casude xx con media nma (media di
lungo periodo del numero di insolvenze per anno) ed una certavarianza s

E(x)=m; Var(x)=sy [3.10]

Ricordiamo ora la definizione dd “numero totde di insolvenze’ data nel paragrafo precedente (e
vadida anche dl’interno dei singoli settori):

Sarebbe invece necessario (ma si tratta di un passaggio che va oltre gli obiettivi di questo lavoro) trasformare le
variabili macroeconomichein uno o piu fattori ortogonali, ad esempio attraverso un’analisi delle componenti principali.
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_pe _aa
™ Bl Vﬁk) ik Vi
Quedta definizione, che fin qui vaeva tra grandezze determinigtiche, rimane ora vdida solo a livelo
di vaori ates (visto che mphaacquisto il sgnificato di vaore atteso di xy):

mék)é_(k) o &
m=ajg=a3 [3.11]
J

j=1 ik Vi

Dev' essere quindi:

= _a X
=g X [3.12]
5 m

perché in questo modo accade che

E@)=8 - =e 212

e la ddfinizione di mp data nella [3.11] e verificata. In dtri termini, per ogni credito, la perdita attesa
(stocadtica) in un certo ano (€) € data da prodotto tra il valore medio di lungo periodo (€) ed

una variabile casuae x,/M con media unitaria.
E' facile vedere che qualcosadi smile vale anche per |a perdita atesa su ogni euro prestato

X 313
m [3.13]

< |_CDz
< |_(‘D|

e anche per la probabilitadi default. Infatti, dalla definizione di e; (cfr. anche la nota 33), segue che:

e

~ _ L ~ I\/i
PTla R OR 514

E poiché I'unico elemento stocastico®® nella formula precedente & dato da €, possiamo dire che

anche p, é data dal prodotto tra il suo valore medio di lungo periodo (P, ) ed una variabile casude

con media unitaria. Dala [3.14] segue anche che, se il tasso di recupero € ovungue prossimo a zero,
dlora

Mm=anmp [3.15

il k

Consideriamo ora I'errore standard s'e dela variabile casude € /v; (perdita attesa su ogni euro
prestato); dalla[3.13] e evidente che

38 Ricordiamo cheil tasso di recupero & considerato deterministico.
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as.=a——s,==£3—>=s, [3.16]
il k i

Quacosa di smile vade anche per la probabilita di default, ma solo se il tasso di recupero € ovunque
prossimo a zero. Infatti, se s; el errore standard di f)i , dalla[3.14] segue che

Se
S, @1—R [3.17]
equindi, e R@:
s, @4 s, [3.18]

il k

Attraverso la [3.15] e la [3.16] & posshile simare mpe sk patendo dai P, e s; individudi®®. Il

risultato del calcolo, per i settori ddl’indudtria e dei servizi utilizzati nel nostro esempio, € riportato
nelle ultime due righe ddlatavola 3.7.

3.4 Prevedere il numero di insolvenze se i default sono stocastici

Nel paragrafo precedente ¢ Samo codruiti (non senza quache faticd) I'armamentario concettuae
necessario per affrontare il caso di tass di default stocadtici in un portafoglio articolato per settori
mutualmente indipendenti. L’utilizzo di questo armamentario, per fortuna, non € eccessvamente
complicato. Incominciamo col dire che, se i due settori sono indipendenti, ognuno pud essere visto
come un portafoglio, con unasuaf.g.p. chericacala[3.3]:

F.(2) @™z [3.19]

Se il numero di default attes nel kesmo settore e stocastico, la sua f.g.p. condizionale ad un certo
vaorex di xi diventa

F(2) _, =e®". [3.20]

X=X

La funzione generatrice di probabilita non condizionde € daa ddl'integrde di tutte le posshbili
f.g.p. condiziondi ad un ceto X, ognuna pesata per il corrigpondente valore dela funzione di
dengitadi probabilitafy(x):

F(2)= Q) =¥, (x)dx [3.21]

Per risolvere questo integrde € necessario specificare la funzione di densta di probabilita di xk. Gli
autori di CreditRisk+ utilizzano una funzione gamma®, cioé:

39 In realty le probabilita di default sono grandezze “poco maneggevoli” perché le formule come la [3.15] e la [3.18]
prescindono dall’ arrotondamento implicito nel passaggio da Li/L a v;, e postulano che R; sia prossimo a zero. Conviene

dunque lavorare con él /vi, cioé con la perdita attesa su ogni euro prestato. Si tratta, tuttavia, di un concetto meno
intuitivo rispetto ala “probabilita di default”, ed & per questo che, nella costruzione dell’ esempio nella tavola 3.7,
abbiamo privilegiato i ﬁi , anche a costo di dover ipotizzare un recovery rate nullo.
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_X
b,a-1 +
e

f (x)= ba—é(a); con G@)° ¢g*x*tdx [3.27]

Tde scdta é legata principalmente a due motivi:

1. La distribuzione gamma, pur essendo interamente descritta da due parametri*! (a e b), pud
assumere un’'ampia varieta di configurazioni; tra queste, vi € anche il caso di una lunga coda a
dedtra, particolamente adaito a descrivere il comportamento del tass di default (che in
circostanze occasiondi risultare anche sensibilmente superiori d vaore medio di lungo periodo.

Nella figura 3.3 abbiamo tracciato tre distribuzioni gamma reative dl’esempio ddla tavola 3.7
S trata dd tasso di default medio® per: a) il sottoportafoglio legato al’industria; b) quello del
savizi, e ¢) un dngolo credito (il primo, a cliente Ross). Come S vede, quest’ultimo - pur non
discotandos molto da due sdttori in termini di tasso di default atteso - € notevolmente piu
volaile, viso che un singolo credito non pud beneficiare ddl’effetto di diversficazione tipico di
un portafoglio contraddistinto da pit operazioni.

120 T~ e— | ndustria

= = Servizi

100 1 == = ROSS]

0.0% 1.0% 2.0% 3.0% 4.0% 5.0%

Figura 3.3: distribuzioni gamma relative all’ esempio della tavola 3.8.

2. Sodituita dl’interno ddla [3.21] conduce rgpidamente dla soluzione ddl’'integrde. S ottiene
infetti:

40 | a[3.21] rappresenta quella che, nella matematica delle assicurazioni, & nota come distribuzione di Poisson mista; la
sceltadi unagamma, ed i risultati riportati nel paragrafo seguente, costituiscono un caso particolare della Poisson mista,
detto “caso di PAlya’, e analizzato per |a primavolta da Eggenberger e Pélyanegli anni ' 20.

41 Media e varianza della distribuzione gamma sono date, rispettivamente, da n¥ab e da s?=ab’. Nel nostro caso,
quindi, avremo che a= /s’ e b= /m

42 pbbiamo preferito tracciare la distribuzione del tasso di default medio (n. di default / n. di crediti) piuttosto che del
numero di default, perché in questo modo possiamo confrontare tra loro agevolmente due settori che raccolgono un
diverso numero di crediti (sette per I'industria, sei per i servizi) ed un singolo cliente, per il quale tasso di default e
numero di default attesi coincidono.
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b*Ga)

che, ponendo y° x(b 1+ 1-2), diventa

1 o Yyl dy
F = y =
O b6@ 0 o bl

\+¥ R 14 R
e X( b +1- z)Xa 1dX

F.(2) =

- 1 \+¥e_yya_1dy: 1 :$ 1 Qa
b' @b +1- 2 © o (o' +1- ] E+b- brg
0 anche
F()=pr P2 o p oD [3.23]

1- pzg 1+b,
doveil k apedicedi a edi p serve aricordarci che a e b (di cui p € unafunzione) sono specifici per
il k-esimo settore (cfr. nota 41).

Poiché i settori sono, per ipotes, indipendenti tra loro, € immediato ricavare la f.g.p. de portafoglio,
che é data semplicemente dalla produttoria delle f.g.p. di settore:

F@)=0F0=0g 22 (224

Anche ddla [3.24] e posshile ricavare uno sviluppo in serie di McLaurin ed un'indicazione circa la
probabilita di assistere a n default. Per il portafoglio della tavola 3.7, la distribuzione di probabilita
e qudla indicata ndla figura 34, dove riportiamo anche, per confronto, gli isogrammi gia
presentati nel paragrafo 3.1 (cioé ottenuti ipotizzando che i tass di default fossero determinidtici).
Come gia in precedenza, l'ase veticde e dao modificato per consentire una migliore
visudizzazione.
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Figura 3.4: distribuzione del numero di default e confronto con il caso deterministico

La digribuzione generata in questo paragrafo (supponendo che le probabilita di insolvenza sano
stocadtiche) associa probabilita piu €levate agli eventi estremi (nessuna insolvenza, oppure da due a
quéttro insolvenze); viceversa, la “vecchid didribuzione, generata a partire da probabilita di
insolvenza fissate a priori, assegna una maggiore probabilita dl’evento centrde (una sola
insolvenza). |l risultato € che gli indic di digoersone intorno dla media risultano piu eevati per la
prima distribuzione (I’ errore standard, ad esempio, & pari a46,9%, anziché 43%)™°.

Cio accade perché ad una prima fonte di incertezza, gia presente nd modelo (“Quanti debitori
fdliranno, date le loro probabilita di default?’), ne abbiamo aggiunta una seconda (“...e qudi
saranno, in effetti, le probabilita di default quest’anno, sapendo che la loro funzione di dendita &€ una
gamma?’).

Come gia fatto dla fine dd paragrafo 3.1, tuttavia, osserviamo che, piu che il numero di debitori

insolventi, c interessa conoscere I'ammontare delle posshbili perdite. E questo I'oggetto del
paragrafo che segue.

3.5 Prevedere le perdite se i tassi di default sono stocastici

Tomiamo a rileggere la f.gp. ddle perdite derivata, nd 8§ 32 (con probabilita di default
determinigtiche). Possamo riscrivere la[3.9] nd modo seguente:

43 Cio @ perfettamente coerente con il risultato generale (cfr. ad es. il teorema 2.4.12 in Daykin et al., 1994) che vuole la
varianza di una Poisson mista uguale alla varianza della Poisson di partenza (condizional€) pit un termine positivo, che
e funzione crescente della varianza della Poisson non condizionale e della varianza della variabile usata per descrivereil
fattore ambientale x.
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Qoz

I’TJ]Z
G(2) =F(P(2)=€e"@Y  con P(z)° 2 — [3.25]

In pratica, G(2) pud essere viga come la f.g.p. di una digtribuzione di Poisson, dove a posto della
varigbile audliariaz compare una funzione P(2).

Partendo da questa congtatazione, osserviamo che:

1. Ogni k-esmo settore pud veders come un portafoglio, che ha la propria Gy(2). Queste Gy(2)
hanno la dgessa forma indicata nela [3.9] e ndla [3.25], anche se la notazione S complica
leggermente, perché € necessario mettere un k a pedice per ricordarci che stiamo descrivendo
I"ammontare di perdite generato dal k-esimo settore:

mgk)eﬁk) v(kk)

Ve

G (2 =F (R.(2) =e™*@?  con R(2)° [3.26]

2. Le singole Gy(2) possono essere rese stocadtiche sotituendo mcon x« e g% con € ¥ (dfr. la
[3.13]). S ottiene:

G.(2) = F(R(2) = e+

=(k) ~ ()
mk) €. k) mk) € k)
A Yt [3.27]
R(ge - ™ Y
k
X m

Notiamo che la Py(2) non diventa, in redta stocadtica, perché il fatore ambientae Xy colpisce dlo
stesso modo numeratore e denominatore.

3. La [3.27] esprime la f.g.p. delle perdite derivanti da k-esmo settore, condiziondi ad un certo
vdore xyx dd fattore ambientde. Come in precedenza, ricaviamo per integrazione la f.g.p. non
condizionale:

F (R(2)= ock (P, _, f () = +é‘pxm““] f, (X)dx [3.28]

S tratta di un’espressone assolutamente anadloga dla [3.21], viso che Py(2) € in €ffetti, una
codante rispetto dla variabile dintegrazione x. Se quindi continuiamo a supporre che x da
didgribuita secondo una gamma, possamo sdtare direttamente dla soluzione dela [3.21] (cfr. la
[3.23]) eriportarla, mutatis mutandis, per 1a[3.28]:

.
& 1-p Oak C 1- p +

G(2) =F.(R(2) = “—T = X + [3.29]
AT R e T npe s
K -
8 n@ j=1V§) %]

4. Infine, poiché i sdttori sono, per ipotes indipendenti, possamo scrivere la f.g.p. globde de
portafoglio semplicemente come produttoria delle f.g.p. di settore (cfr. 1a[3.24]):
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6(2=06.2 [3.30]

Dall’ espressione anditica della [3.30] & ora possbile (anche s non sempre agevole) ricavare, per
derivazioni successive, le probabilita p(n)** associate a perdite di anmontare nL. La procedura da
seguire e presentata nell’ appendice D.

Vediamo ora come la [3.30] possa essre utilizzata per stimare la didribuzione delle perdite sul
portafoglio d'esampio illustraio nella tavola 3.7. In primo luogo, € necessario raggruppare i 13
crediti per settori e quindi, al’interno di ogni settore, per bande; cio e stato fatto nellatavola 3.9.

Tavola 3.9
Dati di sintesi del portafoglio

Settore Esposizione Ndi defaults Perdita attesa

v attesi ¥ g
Industria 1 0.017 0.0165
Industria 2 0.021 0.0415
Industria 3 0.042 0.127
Servizi 1 0.043 0.04
Servizi 2 0.031 0.06
Servizi 3 0.040 012
Totale 0.1934 041

* inunitadi L

Partendo da questi dati, € possibile costruire (cfr. [3.15] e [3.16]) media e deviazione standard delle
vaiadli x; (numero di default attes su crediti legati d settore “indudrid’) e Xs (numero di default
ates su crediti legati d settore “servizi”); da queste seguono i parametri @, b e p) dele rigpettive
digtribuzioni gamma (cfr. nota 41); tdi vaori sono riportati ndlatavola 3.10.

Tavola 3.10
Dati di sintes dei due settori edelleloro distribuzioni gamma
m S« o b Pk
Industria 0.080 0.102 0608 0131 0.116
Serviz 0114 0.166 0473 0241 0194

A questo punto, disponiamo di tutti gli elementi per il cacolo della [3.30] e de coefficienti ddla
Sua espansone in serie di McLaurin (che rappresentano le probabilita associate a divers livdli di
perdita). 1l risultato € mogtrato nellatavola 3.11 e nellafigura 3.5.

4 A questo punto il lettore si sara accorto che tra p(n), px € Py(2) non intercorre acun rapporto di parentela. La
somiglianza € casuale e dovuta a desiderio di seguire, per quanto possibile, la simbologia utilizzata dagli autori di
CreditRisk+ (che, pur avendo a disposizione le 26 |ettere dell’ alfabeto inglese, avevano evidentemente un debole per le

“D).
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Tavola 3.11:
Distribuzione delle perdite

n nL Probabilita
0 0 83.8%
1 10000 4.1%
2 20000 3.9%
3 30000 6.2%
4 40000 0.7%
5 50000 0.6%
6 60000 0.5%
7 70000 0.1%
8 80000 0.1%
9 90000 0.0%
10 100000 0.0%
11 110000 0.0%
12 120000 0.0%
13 130000 0.0%
14 140000 0.0%
15 150000 0.0%
16 160000 0.0%
17 170000 0.0%

In paticolare, la figura riporta, per confronto, anche la distribuzione condizionde delle perdite
generdta nel paragrafo 3.2 (tass di default determinigtici - in pratica Sk=0 per quaunqgue settore).
Come § vede, ora che i tass di default sono divenuti stocadtici, le probabilita associate agli eventi
edremi sono aumertate. Ad esempio, il 99° percentile della didtribuzione, che in precedenza vaeva
40.000 euro, ora e cresciuto a 50.000 euro, con evidenti implicazioni in termini di capitde a rischio.
Questo accade perché i default dei singoli prenditori non sono piu indipendenti, ma dipendono in
pate da fattori comuni; in prética, |'effetto virtuoso ddla diversficazione funziona di meno, viso
che tutti i prediti orientati verso il medesmo settore (indudtria 0 servizi, ndl’esempio) risentono de
medesimo ciclo macroeconomico.
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Figura 3.5: distribuzione delle perdite e confronto con il caso deterministico

3.6 Dai settori ai fattori

Nel 88 34 e 3.5 abbiamo supposto che il portafoglio fosse diviso in settori, ognuno guidato da un
fattore ambientde indipendente dagli dtri. In generde, tuttavia, il tasso di default di un debitore
dipende da piu fattori (ad esempio, dd cambio, dd livello de tass di interesse, ecc.). E' dunque
tempo di riprendere la nostramarcia di avvicinamento dlaredta..

Immagineremo ora che non da piu possibile dividere in settori (sottogruppi) il portafoglio, ma che
tutti i crediti dipendano da un numero finito di fattori ambientali. Tuttavia, continueremo a supporre
chetdi fattori siano indipendenti traloro®.

Vediamo ora in che modo, secondo gli autori dd modello, un smile gato di cose possa essere
incorporato in CreditRisk+.

Per ogni i-esmo credito, diventa necessario simare un vettore q delle dipendenze settoriali con
componenti non negaive e tdi che Sg=1. La generica componente ¢ esprime il grado di
dipendenza dd credito dd k-esmo fattore. Per esempio, il default del debitore Ross potrebbe
dipendere d 90% da settore dell’industria k=1) e d 10% da quello de servizi k=2): in td caso, 9
avrebbe =0,9, 3=0,1 e Sq=q+p=1.

% E' evidente che si tratta di un’ipotesi non banale, visto che le variabili macroeconomiche che verosimilmente
“guidano” il livello medio del tasso di default (abbiamo citato, ad esempio, tassi e cambi) non sono vicendevolmente
incorrelate. Si € gia detto della necessita di trasformare le variabili macroeconomiche in fattori ortogonali; piu in
generae, il “fine tuning” delle funzioni che legano variabili macro e probabilitadi default costituisce un passaggio
molto delicato nell’ effettivaimplementazione di Creditrisk+. In argomento, cfr. (Cocco e XXX).
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Formamente, S avra che la perdita attesa per euro prestato al’i-esmo prenditore non sara piu data
dalla[3.13], ma da una scrittura leggermente pitl complessa, e cioé:

€ _88 X
=1 —x 3.31
v v &%y 1331

(osserviamo che il secondo fattore nella [3.31] ha sempre, per costruzione, media unitaria, cosi che
il valore atteso della perdita per euro prestato coincide ancora con il suo vaore di lungo periodo).

A questo punto, la perdita aitesa g legata d i-esmo credito pud essere sezionata in tanti pezzettini,
aqk ognuno dei quai viene consderato indipendente, e cioe come un piccolo credito a se Sante,
che entraafar parte ddlaf.g.p. delle perdite (Gk(2)) dd k-esmo fattore.

In pratica, questo equivae ariscrivere lafunzione ausliaria Py(2) utilizzatanela 3.29 come

P(2)° T [3.32]

Di conseguenza, ora, nelle sngole Py(2) settoridi non ricadra piu soltanto un sottoindeme del
crediti gppartenenti d portafoglio (infaiti non € piu anmessa una suddivisone in sottogruppi, O
settori, mutuadmente indipendenti, come accadeva nel paragrafi precedenti); vi ricadranno, invece,
tutti i dienti ded portafoglio (infetti la sommatoria € per quasad i), ma soltanto per que pezzettino
di perdita attesa @qx che pud essere ascritto d k-esmo fattore*®. Owiamente, se s ritiene che il
default di un debitore i non dipenda da un certo fattore k, sarasempre possibile specificare qx=0.

In questa nuova cornice, i vaori di M e sk (necessari per codruire i parametri ax e by ddla funzione
gamma utilizzeta per modellare xy) diventano

V.

me B8 e s.=83.s! [3.33
ed & posshile ricavare la f.g.p. dele perdite totdi (dunque le probabilita associate a divers liveli
nL di perdite) attraverso la[3.30] e le derivate presentate nell’ gppendice D.

Questo € I'approccio suggerito dagli autori di CreditRisk+. E' evidente, tuttavia, che tratare un
unico credito dipendente da piu fatori come un indeme di tanti piccoli crediti (i “pezzettini” di cui
S € detto sopra) ognuno dipendente da un solo fattore rappresenta solo un’approssimazione della
redta Cos facendo, infatti, non s tiene conto dd fato che le perdite @qx legate dl’insolvenza
ddl’i-esmo prenditore § manifetano necessariamente tutte indeme (que prenditore fdlisce o non
fdlisce, ma se fdlisce tutti | “pezzettini” di credito vanno in default nd medesmo igante). Una
amile approssmazione potrebbe, tuttavia, risultare accettebile per portafogli - sufficientemente
numerod; ritorneremo sull’argomento nd corso dd paragrafo 4, dove | riqultati ottenuti con la
[3.30] verranno confrontati con quelli generdi tramite una smulazione Montecarlo.

48 Gli autori del modello osservano che questa impostazione non richiede necessariamente che un credito dipenda al
100% da fattori sistematici; esso puo invece avere anche una componente idiosincratica (cioé individuale), pit 0 meno
consistente. In tal caso, sarasufficiente che uno dei suoi qy (ad esempio, senza perdita di generalita il primo) faccia
riferimento ad un “falso” fattore macroeconomico con Mp=Sqia/v; e S/M@. La deviazione standard di questo
pseudo-fattore puo infatti essere pensata come prossima a zero visto che, per un numero di crediti in portafoglio
sufficientemente elevato, il rischio idiosincratico tende ad annullarsi.
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4. Applicazione di Creditrisk+ a diverse tipologie di portafogli

4.1 Struttura degli esperimenti

L’obiettivo di quest’ultimo paragrafo € qudlo di mettere d lavoro Creditrisk+ su dcuni portafogli
piu redigtici dd semplice esempio didattico presentato nelle pagine precedenti. Con I'occasione, s
cerchera anche di vagliare la “tenutad’ dd modelo in diverse Stuazioni, confrontando i risultati
ricavati con la [3.30] (e il suo sviluppo presentato nel’gopendice D) e qudli ottenuti con una
smulazione Montecarlo®”.

La figura 4.1 presenta il nostro “portafoglio di base” o portafoglio benchmark, da cui ci
discosteremo per introdurre acune posshili sofigicazioni. S tratta di un indeme di 250 crediti, per
un' esposizione totde di 28,2 milioni di euro, appartenenti dle sette class di rating presentate nella
tavola 3.8. Per ognuno, I’asse orizzontae riporta I'esposizione a rischio ('unita di misura € pari,
come in precedenza a €10.000), gia d netto del recovery rate (che, per ipoted, e fisso, e pai d
30%), e qudlo verticde mostra la probabilith media di default. Come S vede, il portafoglio copre
un ventaglio di controparti abbastanza differenziato, tanto sotto il profilo dele quantity che sotto
quello ddlaquditadei crediti; risulta dunque sufficientemente generale e rappresentativo.
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Figura 4.1: caratteristiche del portafoglio benchmark

Nello scenario di base supporremo che la probabilita di default tutti i pregtiti dipenda da un unico
fatore®® (che pud rappresentare, in termini molto generdi, “I’andamento dell’economia’); un
secondo fattore ed una componente di rischio idiosincratico verranno introdotti negli - scenari
dternativi. Piu precisamente (cfr. figura 4.2), ¢ dlontaneremo dd portafoglio di riferimento in tre
diverse direzioni:

47 Tutti i risultati presentati in questo paragrafo sono stati generati con programmi scritti dall’ autore in ambiente Xlisp-
Stat.

8 Cio significa che le probabilita di default dei 250 cinquanta debitori sono perfettamente correlate, ma naturalmente
non implica che i loro default mostrino una correlazione del 100%. In effetti, in questo caso, la correlazione tra le
insolvenze dei diversi debitori, stimata in base all’ approssimazione proposta da Credit Suisse Financial Products (1997),
variadallo 0,1% per due debitori di rating massimo, a 1,2% per due debitori di rating minimo.
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1) aggiungendo, a fianco dd fattore macroeconomico, un eemento di rischio idiosincratico che,

ne divers scenari di prova, concorrera a determinare la probabilita di default dei debitori per il
25%, il 50% o il 75%;

2) aggiungendo, a fianco del primo fattore, un secondo fattore macroeconomico che, nel divers
scenari di prova, concorrera a determinare la probabilita di default dei debitori per il 25% o |l
50% ;

3) rimuovendo dcune semplificazioni tipiche di  CreditRisk+: in primo luogo, evitando dli
arrotondamenti dowvuti d banding, in secondo luogo ammettendo che il recovery rate Sa
stocastico e possa oscillare di un 20% in pit 0 in meno rispetto d vaore atteso.

Diversi livelli di dipendenza
al rischio idiosincratico

75%
S0% 2 Diversi livelli di
50% ( dipendenza da un
2% 250 secondo fattore
™ S o 3
% Recovery

o] > e

L~ stocastici e
no correl ati

Portafoglio
benchmark

* Unfattore

* Noidiosincratico

* Banding, recovery
rate fiss

Figura 4.2: piano degli esperimenti

Gli scenari dternativi presentati sub 1) e 2) verano implementati da atraverso le formule di
Creditrisk+ che tramite una smulazione Montecarlo: in questo modo, sara posshile verificare in
I’accuratezza dei risultati ottenuti da modelo. L’opzione 3), viceversa, presenta cardteristiche che
Creditrisk+ non € in grado di trattare (recovery rate stocastici e correlati): di conseguenza, la
digribuzione dele perdite verad generata exlusvamente dtraverso sSmulazioni Montecarlo e
confrontata direttamente con quella del portafoglio di base.

Prima di procedere dl’esame da risultati, dedichiamo un cenno a meccanigni di funzionamento
delle smulazioni Montecarlo con cui verra messa a confronto la distribuzione delle perdite generata
da Creditrisk+ (cfr. lafigura 4.3 e le spiegazioni ivi riportate).
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Figura 4.3: meccanismo di funzionamento delle simulazioni Montecarlo

Nelle gmulazioni, non disponendo di dati empiricd sufficientemente etes sulle determinanti de
tass di default annudi, adotteremo dcune ipotes di fondo dd modelo: in particolare utilizzeremo
una o piu digribuzioni gamma per generare i vaori de fattori macroeconomici (e ddl’eventude
fettore idiosincratico) che influenzano le probabilitadi default individudi.

Una volta generati i vaori ddle probabilita di insolvenza per tutti i 250 crediti in portafoglio,
tuttavia, non utilizzeremo la [3.9] per dimare la didribuzione condizionde dedle perdite, ma
procederemo ancora atraverso edrazioni casudi. In particolare, le probabilita di insolvenza
condiziondi de 250 crediti saranno confrontate con dtrettanti vaori provenienti da variabile
uniforme compresa tra zero e uno: e il vaore casude sara inferiore ala probabilitadi default di un
debitore, o consdereremo fdlito e iscriveremo trale perdite I'importo del suo credito.

In questo modo, non dovremo gpprossmare con una Poisson la distribuzione dd numero di client
inolventi e ddle perdite, che vera invece ricavata per iterazione, andogamente, non faremo
ricorso d meccanismo presentato nel paragrafo 3.4 per dare conto ddla dipendenza da piu fattori
delle probabilita di default (lo “spezzettamento” di ogni credito in pit porzioni, ognuna dipendente
da un solo fattore).

4.2 Risultati

Congderiamo la prima della tre direttrici indicate in figura 4.2 e vediano cosa accade d portafoglio
base quando accanto a fatore macroeconomico che “guida’ le probabilita default, fa la sua
comparsa una componente idiosincretica (che, nel divers scenari, piega rispettivamente il 25%, il
50% e il 75% ddla voldilita tota€). La figura 44 e la tavola 4.1 mograno i principdi effetti sulla
digtribuzione ddle perdite (dimata atraverso il moddlo CreditRisk+) e su dcuni parametri Sintetici
del portafoglio.
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Figura 4.4: incidenza del rischio idiosincratico sulla distribuzione delle perdite

Come s nota dd grafico, d crescere dela componente idiosincratica il portafoglio s fa
senshilmente meno rischioso, perché maggiore & I'effetto di diversificazione conseguito®. Infatti,
passando dalle curve piu scure (fattore macro a 100% e d 75%) a quelle piu chiare (50% e 25%),
aumentano le probabilith associate a vaori centrdi ddla digribuzione, mentre | cas  estremi
(perdite nulle o molto elevate - cfr. i due riquadri) diventano meno verogmili.

Il medesmo risultato emerge ddla tavola 4.1 ne divers scenai la perdita atesa non cambia
(risultato corretto, visto che differiscono solo per una diversa gsruttura della volatilita attorno d
vador medio), mentre il rischio diminuisce senshilmente man mano che S riduce il tasso di
dipendenza dd fattore macro. Se ne hariscontro dai vaori dell’ errore sandard e del percentili.

49 Nellanota 46 si & detto che, nel caso del fattore idiosincratico, I’ errore standard di x; tende a zero piu velocemente

della media a crescere del numero di crediti, cosi che s;/m & prossimo a zero per un numero di controparti
sufficientemente elevato. In effetti, per i portafogli presentati in questo paragrafo (costituiti da 250 crediti, un numero

elevato manon altissimo) si & preferito calcolare I’ esatto valore di s, /m :.[é_isiz/éi g /V. .
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Tavola 4.1
Scenari alternativi con un fattoreidiosincratico:
perdite generate con leformule di CreditRisk+
Dipendenza dal fattore macro

100% 75% 50% 25%

Dipendenza dal fattore idiosincratico 0% 25% 50% 75%
Perdita attesa 45.79 4579 45.79 4579
Errore standard 98.27 75.16 52.82 33.01
Percentili 95 232 188 144 104
99 480 375 270 168

99.5 596 462 329 198

99.9 876 674 473 273

Tutti gli importi sono multipli di 10.000€

| vdori dela tavola 4.1 contengono un’indicazione circa I'ammontare di capitde assorbito dd
portafoglio a divers liveli di confidenza ad esempio, se la massima perdita posshile nd 99,5% de
cas per il portafoglio di base e pari a 596 milioni di euro, di cui 457.900€ gia coperti con riserve
(perché associati  ala perdita attesa), € evidente che il patrimonio necessario per coprire
“ragionevolmente’ le possibili perdite (escluso un 5% di cas paticolamente Sfavorevoli) € pari a
circa5,5 milioni di euro.

Se 9 desidera una maggiore protezione (devando d 99,9% il livelo di confidenza) sara necessario
incrementare questo vaore a circa 8,3 milioni di euro; se invece il portafoglio 9 fa meno rischioso
(perché le controparti che lo compongono dipendono in modo meno meccanico da ciclo
macroeconomico), il cgpitde a rischio d 995% di confidenza s riduce senshilmente ndl’ultimo
scenario, in cui la componente idiosincratica € nettamente predominante nel plasmare la voldilita
de tass di default, scende a 1,52 milioni di euro (visto che dd livello percentile, pari a 1,98
milioni di euro, & sempre necessario stornare le perdite attese, giacoperte con riserve).

Tavola 4.2
Scenari alter nativi con un fattor e idiosincr atico:

perdite gener ate con una simulazione M ontecarlo
Dipendenza dal fattore macro

100% 75% 50% 25%
Dipendenza dal fattore idiosincratico 0% 25% 50% 75%
Perdita attesa 4521 4553 45.98 4584
Errore standard 96.25 73.78 52.53 32.65
Percentuale di casi 95 4.8%% 4.98% 5.07% 5.07%
risultati superiori ai 99 1.01% 0.94% 0.98% 0.98%
percentili indicati 99.5 045%  047% 0500  047%

nellatavola 4.1 999 0.09% 0.09% 0.09% 0.08%

Tutti gli importi sono multipli di 10.000€

Nella tavola 4.2 i vaori di perdita atesa ed erore standard sono dtati ricacolati, per i quattro
scenari ora vidti, facendo ricorso dla damulazione Montecarlo schematizzata in figura 4.3. Come 9
vede, a pate una leggera erraticita dei risultati che & caratteristica delle smulazioni Montecarlo®, |
vaori simati con il modello CreditRisk+ sono sostanziamente confermati.

%0 |’ elaboratore utilizzato per le simulazioni non era in grado di superare le 100.000 iterazioni; I erraticita delle medie e
delle deviazioni standard associata a questo numero di scenari ci & parsa comunque accettabile.
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Nella seconda parte dela tavola abbiamo cercato di verificare la bonta de vaori di capitde a
rischio generati con CreditRisk+, amnotando quae percentuae dele 100.000 iterazioni eseguite con
il metodo Montecarlo comportasse vaori di perdita effettivamente superiori a  percentili  indicati
nella tavola 4.1.. Il risultato e particolarmente confortante: anche quando il tasso di default dipende
da piu E?ttori I’ approssmazione basata sulla Poisson proposta dagli autori di CR+ fornisce risultati
adeguati®.

* * %

Veniano ora ad secondo filone di esperimenti del nostro breve esercizio numerico: ora nhon
introdurremo pid un termine idiosincratico, benss un secondo fatore macroeconomico, che potra
siegareil 25% oil 50% della voldilitade tass di defaullt.

Tavola 4.3
Scenari alternativi con un secondo fattor e macr o:
perdite generate con le formuledi CreditRisk+

Dipendenza dal primo fattore macro

100% 75% 50%

Dipendenza dal secondo fattore macro 0% 25% 50%
Perdita attesa 4579 4579 4579
Errore standard 98.27 78.86 71.20
Percentili 95 232 196 189
99 480 379 333

99.5 5% 466 398

99.9 876 678 552

Tutti gli importi sono multipli di 10.000€

Anche in questo caso, come S nota dalla tavola 4.3, la presenza di un secondo fattore ha I’ effetto di
rendere meno volatle la digribuzione dei tass di default, dunque di ridurre la varianza della sessa
digribuzione ddle perdite. La diversficazione, tuttavia, € minore che in precedenza in quanto il
secondo fattore macro e incorrdeto dd primo ma, diversamente dala componente idiosincretica,
colpisce in modo simile la probabilitadi insolvenzadi tutti | 250 predtiti presenti in portafoglio.

L E" il caso di ribadire che le simulazioni Montecarlo si basano, in parte, sulle stesse ipotesi strutturali di CreditRisk+
(non essendo disponibili dati storici sufficientemente estesi per costruire un modello alternativo delle probabilita di
default condizionali); di conseguenza, anche nelle simulazioni si ipotizza che i fattori macro e il termine idiosincratico
siano distribuiti secondo una gamma e siano incorrelati traloro. E’ evidente che, laddove questa ipotesi strutturale non
fosse accettabile, o la stima dei parametri fosse svolta in modo insoddisfacente, i risultati generati da CreditRisk+
potrebbero discostarsi dallarealta anche in misurasignificativa.
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Tavola4.4
Scenari alternativi con un secondo fattore macro:
perdite generate con una simulazione M ontecarlo

Dipendenza dal primo fattore macro

100% 75% 50%
Dipendenza dal secondo fattore macro 0% 25% 50%
Perdita attesa 4521 4591 4570
Errore standard 96.25 78.96 71.20
Percentuale di casi 95 4.8% 5.02% 4.97%
risultati superiori ai 99 1.01% 1.06% 1.07%
percentili indicati gg g 0.45% 0.50% 0.52%
nellatavola43 — gq 4 00%  010%  010%

Tutti gli importi sono multipli di 10.000€

Come in precedenza, la tavola 4.4 riscontra, per mezzo di una Smulazione Montecarlo, i risultati
ottenuti con le formule di Creditrisk+. Anche in questo caso, la percentude di perdite osservate d di
sopra de percentili stimati in precedenza e perfettamente coerente con le attese; anche quando |l
default dipende da una plurdita di fattori macroeconomici, dunque, la sima ddla distribuzione
delle perdite appare accettabile.

* * %

Veniamo infine ad esaminare gli effetti di tdune particolarita de portafogli redi che non sono
direttamente riproducibili dl’interno di CreditRisk+.

La digribuzione ddle perdite per il portafoglio benchmark utilizzeto in precedenza € dda infati
ottenuta:

- arotondando gli importi atraverso una procedura di banding che c¢i consentisse di usare una
variabile casuae discreta;

- ipotizzando di conoscere con certezza il tasso di recovery in caso di defaullt;

Attraverso una smulazione Montecarlo (cfr. tavola 4.5) abbiamo rimosso queste ipotes. In
particolare, dopo aver diminao gli arotondamenti dovuti d banding (scenario Al), abbiamo
ipotizzato che:

- | ta9 di severity de gngoli crediti, pur essendo incorreati tra loro, potessero essere superiori 0
inferiori aquello atteso (e oscillino dal 50% a 90%°2) — scenario A2;

- le seveity de dngoli crediti dipendessero, come le probabilita di default, dal’andamento del
fatore macro®® (scenario A3); S tratta di un'ipotes ragionevole, in quanto & presumibile che,
nelle faa recessive, non s0lo aumenti il numero di imprese in dissesto, ma 9 riduca anche la
percentuade di credito che labanca pud recuperare.

°2 g tratta di un intervallo d oscillazione abbastanza modesto. Inoltre, si & scelta una distribuzione di probabilita che
privilegiai valori centrali e rende relativamente poco verosimili le oscillazioni verso casi estremi: una beta, costruita in
modo tale da garantire che i 5/9 dei valori estratti si trovassero pit vicini ala media che ai valori estremi dell’intervallo:
ad esempio, nel caso del recovery rate, i 5/9 dei valori erano compresi tra 60% e 80%.

%3 |n particolare, per ogni realizzazione r del fattore macro, sia x il valore della probabilitacumulata associata a r dalla
distribuzione gamma di partenza. Il valore della severity viene scelto come x-esimo percentile della distribuzione beta,
limitata tra 50% e 90%, da cui provengono i tassi di recupero stocastici. In questo modo, valori elevati del fattore macro
(che denotano scenari di recessione) corrispondono a severity prossime al 90%, mentre seil fattore macro assume valori
contenuti, anche la severity risulteradi poco superiore a 50%.
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Tavola4.5
Perdite dello scenario base generato con CreditRisk+
edi scenari alternativi generati con una smulazione Montecarlo

Scenario
Base Al A2 A3
Banding s no no no
Recovery rates stocastici no no Si Si
Recovery rates correlati no no no si
Perdita attesa 45.79 46.26 4581 50.85
Errore standard 98.27 98.17 97.84 127.16
Percentili 95 232 236 234 305
99 480 482 483 624
99.5 596 505 502 770
99.9 876 855 860 1113
Percentuale di casi 95 5.16% 5.06% 7.53%
risultati superiori ai 99 1.01% 1.02% 2.05%
percentili dello scenario g9 g 050% 04%% 1.16%
base negli scenari AL-A3 gq g 008%  00%  02%

Tutti gli importi sono multipli di 10.000€

| risultati illugtrati nellatavola possono essere sintetizzati come segue:

I'effetto dd banding sulla qudita delle stime appare assolutamente trascurabile; di conseguenza,
lavorando su un portafoglio abbastarza vasto (dove agpprossmazioni per ecceso e per difetto
tendono a compensarsi) e con un sistema di bande sufficientemente fine®*, s puo ritenere che la
“discretizzazione’ degli importi arischio non danneggi in misurasengbile il risultato finae.

La dmulazione rdativa dlo scenario base rimane sufficientemente accurata anche quando s
passa a recovery rates stocadtici: I'errore standard dello scenario A2, infatti, non s discosta in
misura sgnificativa da quello reativo dle smulazioni precedenti. Inoltre, la percentude di cas
con perdite superiori a percentili dello scenario base € assolutamente coerente con i percentili
delo scenario stesso. Un simile risultato € apparentemente sorprendente: s direbbe, infatti, che
il rischio di recovery (una comporente assa rilevante del rischio complessvo fronteggiaio da
una banca) possa essere ragionevolmente ignorato, visto che il suo ingresso nel nodtri - scenari
speimentali non sembra portare a vaiazioni di rilievo. In effetti, ci0 accade peché s €
supposto che i recovery rates dei dngoli debitori Sano dtocasticic ma incorrelati tra loro: di
conseguenza, la legge dei grandi numeri garantisce che variazioni postive e negative rispetto d
recovery rate atteso finiscano per compensars vicendevolmente™.

La smulazione A3 pone invece una pesante riserva sull’ efficacia dd moddlo CreditRisk+ in
dtuazioni  sufficdentemente generdi: in effetti, I'introduzione di una corrdlazione tra probabilita
d insolvenza e tasso di recovery (che in questo scenario reagiscono congiuntamente dle
vaiazioni ddla congiunturg), se da un lato non pare un’'ipotes particolarmente peregrina ed
iredidtica, ddl’'dtro ha effetti pesanti sul grado di dfidabilita delle sime generate ddlo
scenario base. L’errore standard risulta infaiti superiore di oltre il 30%, e i percentili vengono

> Nel portafoglio utilizzato per le nostre simulazioni, la dimensione media degli importi a rischio, gia a netto del
recovery rate atteso, € nell’ ordine di €80.000, mentre |’ approssimazione media implicita nel passaggio a bande di
ampiezza pari a €10.000 & pari a €2.500. Di conseguenza, |'impatto medio del banding, per il nostro esempio, &
nell’ ordine del 3% (2.500/80.000)

%5 Di conseguenza, I"introduzione di recovery rates stocastici, estratti da una distribuzione beta maincorrelati (che & poi
anche la soluzione proposta dagli autori di un modello assai popolare e autorevole come CreditMetrics...) non sembra
aggiungere nullaall’ accuratezza dei risultati.
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pesantemente rivisi verso I'dto (vito che la percentude di cas con perdite superiori a
percentili dello scenario benchmark € sgematicamente piu dta de previsto). Ancor piu
dgnificativo € il fatto che anche la perdita media 9 collochi su liveli sengbilmente superiori
dle atese®®, cos che una riserva dimensonaa secondo le prescrizioni di CreditRisk+ s
dimostrerebbe incapiente anche rigpetto d livdlo “normae” dele perdite future (ed i prediti
emess in passato S rivelerebbero, owiamente, mispriced per difetto).

Quedti risultati, e segnatamente I'ultimo, suggeriscono la necessta da un lao, di verificare
empiricamente I'essenza di una corrdazione tra frequenze di defalt passate e recovery rates,
ddl'dtro di modificare la sruttura dd moddlo di partenza per poter tenere conto dele oscillazioni
nel tasso di severity. Una Strada promettente pare queladi incorporare, nd concetto di “perdita per
euro prestato” (efvi) la vaiabilita del tasso di recupero, ricacolando opportunamente i parametri
ddle digribuzioni gamma che descrivono la variabilita dd numero di insolvenze ateso dai singoli
settori (o fattori).

5 Osservazioni conclusive

In questo lavoro, patendo da una breve ricognizione ded rischio di credito e delle caratterigtiche di
un sisema di credit risk management ottimae, S € cercato di offrire d lettore una panoramica sile
caateristichedi CreditRisk+, un fortunato modello di stlampo attuariae.

S é vido come la scelta di un gpproccio “asscurativo” d monitoraggio del portafoglio prestiti non
richieda in nessun modo dla banca di “abdicare’ dla sua naurde vocazione dl'andis ed dla
sezione ddle opportunita di finenziamento per affidars esclusvamente dle virtu taumaturgiche
della legge da grandi numeri; d contrario, anche vida atraverso la lente atuaride la funzione
creditizia ddla banca continua a richiedere opportune politiche di sdezione, segmentazione e
pricing del portafoglio di impieghi.

S é poi sceto di dedicare una presentazione minuziosa d moddlo CreditRisk+, assgtendo il lettore
con esempi humerid via via piu compless; ¢ 9 € concentrati su un nucleo centrale di concetti
portanti, ndl’intento di consentire la piena comprendgone anche del loro risvolti gatigtici e dgebric
(in cio autandoci con dcune appendici). In particolare, S € cercato di rendere chiaro il meccanismo
atraverso il quale, partendo da digribuzioni condiziondi delle perdite in cui i dngoli crediti sono
incorrelati tra loro, diventa possbile codtruire una distribuzione non condizionde, vdida per tutte le
posshili svolte del ciclo macroeconomico (e contraddistinta da un'implicita correlazione postiva
dei default).

Nel’ultima pate dd lavoro s € verificao, con l'auto di smulazioni montecarlo, il grado di
afidabilita ded moddlo Creditrisk+ a variae de meccanismi che governano le probabilita di
insolvenza dei debitori e la severity dele perdite. Ne sono scaturiti, come s € vigo, inviti dla
cautela circa I’ effettiva gpplicabilitadd modelo a Stuazioni redi.

Per quanto smili riserve possano essre giudificate, e suggeriscano ulteriori gpprofondimenti, é
evidente che esse non intaccano la vdidita e I'gpped concettude dei moddli di stampo atuaride,
che regppresentano, agli occhi di chi scrive, unimportante riserva di tecniche per descrivere,
misurare, da ultimo governare i rischi finenziari ddle banche. Nutriamo I'immodesta speranza che
questo lavoro possa contribuire, in misura infinitesma, dla loro diffusone presso il nostro sstema
bancario, cosi che dd confronto tra modeli teorici, esperienza manageride e dati empirici possano
scaturire gli affinamenti necessari arenderne piu immediata e Sicural’ applicazione.

%6 || risultato & perfettamente corretto dal punto di vista statistico: ricordiamo infatti che la media del prodotto di due
variabili casuai E(xy) € pari a prodotto delle loro medie (E(X)E(y)) solo se laloro covarianza é nulla.
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Appendici

A. La funzione generatrice delle probabilit®’

S definisce funzione generarice ddle probabilita F(z) una funzione di una vaiagbile ausliaia z
costruita in modo tae che, dd suo sviluppo con formula di McLaurin, € possbile dedurre I'intera
digribuzione di probabilitadi unavariabile casude discretav.

Piu precisamente, se

$ L FY
F)=4 pnz=§ 9,
n=0 n=0 n

rappresenta lo sviluppo di F(2) con formula di McLaurin, dlora p(n) esprime la probabilita che v Sa
ugudean.

Nella derivazione dd modelo attuaride per il rischio di credito possono risultare utili acune
proprigtaddle funzioni generatrici delle probabilita(d orain poi: f.g.p.). In particolare:

(1) Se v1 e v, s0no due varigbili casudi indipendenti, con f. g. p. rispettivamente F(z1) e F(z), dlora
lavariabile casude somma (v° vi+Vv2) e data dal prodotto delle duef. g. p. (F(2) °© F(z1)XF(2));

(2) Se F(2) élaf.g.p. di unavariabile casude v con mediame varianzas 2, vagono le rdazioni:

2 s
sz+rr°|=aj F+d_F§

dF

= ;
- dz®> dzg

z=1

dz

B. Algoritmo per il calcolo delle perdite quando la probabilitaé nota.

La probabilita di incorrere in perdite di ammontare nL & data da termine associato a Z' ndlo
sviluppo di McLaurin ddla[3.9], cioé da

1 d"G(2)

p(n) = 0 d

_1d™ 1 6@
n dz*'1 dz %

z=0 I

[al]

z=0

57 Cfr. Rohatgi (1976)
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Poiché G(z) e un’ esponenzide,

dG(2) dig .0
= —G(z)dz}jaz‘ln}z %—G(Z)H(Z)
°H(2)
cos che
p() =~ {G(AH (2}

z=0

Applicando laregoladi Eulero sulladerivatan-esmadi un prodotto

q 5
G(2)H :° _G(q kK ()
= 4 {c(2H (2} &g,

(doves &indicatacon F™ |a derivata k-esma della generica funzione F(2)), § ottiene

5 Lo -

p()—— 1QGn1k) H ®
n, g k E[ z=0 z=0
A B
Sviluppando separatamente A avremo:
dn 1- k 1 dn—l—k
——G(29)| =(- k-1 —G(2)) =(n-k-D'p(n-k-1
dzZ" | (n- k-Drdz™** 7|

Per sviluppare B conviene far mente locde sul faito che

) ‘IO n>v,
Vi' - I
rng |nrq n=yv,
z=0

:O n<v,

d" 1
dz”}

9303

j=1

[l nostro B coincide con I’ espressione qui sopra, se s pone n=k+1. Dunque avremo:

_i0 ktv -1
A(k+1)'m k=v,-1

B= de+1|a mz f\;

| j=1

z=0

[a2]

[a3]

[a4]

Risodtituiamo A e B nella [a4], e condderiamo solo i temini della sommatoria per cui k=vj-1

(perché diversamente B s annulla). Otteniamo:



p(n) = é ia@i;lg(n- k-D!'p(n- k- H(k+1)!m =
a

kEn-1 n

_ 2 (n-D'(n- k- Dk +1)!

KEn-1 nki(n- k- 1) p(n- k- ].)rr]] = a5
v _é ephn-v)
= é m p(n_ Vj) — J|Vj£n
lejEn n n

(dove abbiamo fatto uso delladefinizione di e ddl’ ugueglianza k+1=v;).

La [a5] e una relazione recursva con cui € posshile generare tutti i p(n). Per inizidizzarla, €
sufficiente ricordare che

p(0) =G(0)=e"
Nell’esempio del paragrafo 3.2, la[a5] e Sata utilizzata come segue:

p0) =e"

p@@) =ep(0)
_&ep@)+ep(0)

p(2) = >

p(9) = S .00 .0

generando i vaori riportati nellatavola 3.6.

C. Crediti con orizzonte temporale pluriennale

La digribuzione delle perdite su un orizzonte di un anno generata attraverso un moddlo binomide
come CreditRisk+, fatica a dare conto in modo esaustivo ddl rischio associato ©n crediti a medio-
lungo termine,

Il motivo (come giad e detto nd §2.2) € che, dopo il primo anno di vita, i crediti plurienndi rimasti
in bonis vengono congderai dla stregua di importi certi, come se fossero giunti a scadenza & |l
debitore li avesse regolarmente rimborsati. In redtg visto che I'importo prestato € ancora nella
disponibilitadel prenditore, e non della banca, sono ancora possibili perdite.

In un moddlo multinomide, la probabilita di insolvenza futura di un credito ancora in circolazione
d termine ddl’orizzonte di rischio (ciog di norma, dd primo anno) viene incorporata ndl rating di
que credito, dunque nel vaore economico ad asociato (atraverso un mark-to-market del
prestito o unarevisone delle riserve necessarie).

In un moddlo binomide, invece, &€ necessrio estendere |'orizzonte di rischio oltre il primo anno,
seguendo le possbili evoluzioni dd credito fino dla sua scadenza naurde. Per questo, nela
documentazione tecnica di CreditRisk+ trova pazio una breve traccia per I'estensione dd modello
ad un orizzonte di rischio pluriennde. In questa gppendice, riprendiamo e sviluppiamo quella
traccia, cercando di spiegarne lalogicaed i limiti.

Il passaggio ad un orizzonte pluriennae fa s che ogni credito non sia piu descritto semplicemente
da un importo e da una probabilita di default, ma da un vettore di esposizioni vi={vj} e da un
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corrispondente vettore di probabilitadi default p={pj'} con t=1,... ,T°%. Questo profilo temporae del
rischio di insolvenza associato ad una posizione viene detto “term structure of default”.

Procediamo con un esempio. Fissamo a 2 anni I'orizzonte di rischio finde (cioé la scadenza dei
nodri crediti a lungo termine) e congderiamo un primo debitore (j=1). La sua term structure of
default & data ddla tavola d.1 (dove gli importi, vi' vanno moltiplicati per I'unita di misura L
presceltaal fini del banding).

Tavolad.1
Term structure of default

di un primo credito
t

Pj '

1%
2%
3%

N R o
koo oofs

Ossarviamo che gli importi a rischio vanno diminuendo col passare del tempo (ad esempio, tra t=1 e
t=2 e previso un forte rimborso); inoltre, le probabilita sono non-condiziondi (ad esempio, pjz non
e condizionde dla sopravwivenza dd credito a tempo O e d tempo 1) o, per usare un termine
largamente usato nella letteratura sui modelli a orizzonte pluriennale®®, probabilitamarginali.

Cogtruiamo laf.g.p. di questo primo credito:
G(2=1- g pi+@ Pzt =1+ pi(z"- D) [d.1]
t t t

che, nel caso del vaori riportati nellatavolad.l, equivde a
G,(2) =094 +0,03z+0,03z°

Da questa espressione s evince che le due possbili perdite di ammontare pari a5 (ad tempo O e d
tempo 1) vengono trattate come omogenee (e le loro probabilita vengono sommate); la [d.1] non
conddera quindi il vaore finanziario dd tempo, e per questo motivo la tabella d.1 dovra essere
dimentata usando i vaori atudi degli importi a rischio futuri, ovwiamente arotondati dl’intero piu
vicino con il consueto processo di banding.

Per vedere come la [d.1] Sa estensibile a caso di un portafoglio, consderiamo i dati di un secondo
credito, riportati nella tavola d.2. Anche in questo caso sara possibile cdcolare una f.g.p. (Gx(2),
smileaquelavigain precedenza

%8 Naturalmente, per tenere conto degli arrotondamenti derivanti dal banding e della possibilitadi recovery rates non

nulli, sarebbe formalmente piu corretto indicare g'/v;' @ posto di p;'. Abbiamo tuttavia preferito p;' perché puo essere
visto direttamente come una probabilitg e questo rende pit immediata la comprensione della metodologia presentata in
questa appendice.

59 Cfr. ad es. Sironi, 2000.
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Tavolad.1
Term structure of default
di un secondo credito

t Vjt D t
0 10 0,5%
1 10 0,8%
2 5 1.2%

Poiché i due crediti sono indipendenti, la f.g.p. delle perdite sull’intero portafoglio sara data dd
prodotto delle f.g.p. individudi. Utilizzando |'goprossmezione lineere del logaritmo gia vista nd
paragrafo 3.1 ddl testo, tale G(z) potrascrivers come:

B

éz’-1

W!‘D l'D~
ooC

aarl
G(z)=e'

0, meglio (sogtituendo p;' con g'/vj', che & pit corretto):

o o €jéV U
aa—[ez -14
it Vvjé a

G(z)=e [d.2]
Anche per questa espressone esiste una formula recursva smile a quela derivata nell’ gppendice B,
che e datada:

. &
p(m= & —p(n- v!) [d.3]

it |vj £n

Applicandola, possamo ottenere la digtribuzione delle probabilita associate a qualsias livelo di
perdita futura Nel caso del portafoglio rappresentato dai due crediti visti in precedenza, la
digribuzione gimata con la [d.3] € qudla indicata ndlla terza colonna dela tavola d.3. Nela
colonna successiva g riporta la “vera’ digtribuzione di probabilita (che, nel caso di un portafoglio di
dimensoni ridotte come questo, pud essere cacolaa anditicamente): come S vede
I'gpprossmazione implicita nel passaggio dla didribuzione di Poisson modra i suoi limiti anche
ne caso multiperiodde, nd senso che assegna probabilita postive ad eventi impossbili  (ad
esempio, ad una perdita pari a 20.000) e finisce quindi per sottostimare la probabilita associata ad
atri eventi (ad esempio, a unaperditapari a10.000).
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Tavolad.3

Portafoglio di due crediti:
distribuzione di probabilita stimata ereale

n Lxn Probabilita Probabilita
stimate redi

0 - 91.85% 91.65%
1 10,000 2.76% 2.93%
2 20,000 0.04% 0.00%
3 30,000 0.00% 0.00%
4 40,000 0.00% 0.00%
5 50,000 3.86% 4.05%
6 60,000 0.12% 0.04%
7 70,000 0.00% 0.00%
8 80,000 0.00% 0.00%
9 90,000 0.00% 0.00%
10 100,000 1.28% 1.26%
11 110,000 0.04% 0.04%
12 120,000 0.00% 0.00%
13 130,000 0.00% 0.00%
14 140,000 0.00% 0.00%
15 150,000 0.05% 0.04%

L’esempio qui riportato e relativo d caso piu semplice, in cui i tass di default sono noti a priori.
Tuttavia, vida la dretta andogia tra la [d.2] e la [3.9] nd testo, e facile convincers che la sua
estensione a caso stocastico non presenta particolari difficolta

D. Algoritmo per il calcolo delle perdite quando la probabilitadi default &€ stocastica

In questa appendice riportiamo un agoritmo per il cacolo ddle probabilith associste a divers
liveli di perdita patendo ddla f.gp. descritta ddla [3.30]. Lo facciamo ripercorrendo la
documentazione tecnica® di  CreditRisk+, cercando di renderne maggiormente comprensibili i
passaggi pit delicati.

Per prima cosa, enunceremo un teorema, di portata assolutamente generde, su cui S basa
I'dgoritmo di cacolo presentato ne seguito. Dopo aver dimodtrato il teorema, vedremo come
trovi agpplicazione nel caso ddla nogra f.g.p.. Concluderemo presentando un esempio pratico di
applicazione, utilizzato per calcolarei vaori riportati nellatavola 3.11 di questo lavoro.

Il teoremadi cui ci serviremo per codtruire il nostro dgoritmo e il seguente. Se

¥ ¥ 1d'G ;
6(9=4 pnz =4 2@ ,

n=1 o Nodz"” I

z=0

e una funzione espandibile in serie di McLaurin e tae che la deivata dd suo logaritmo pud essere
riscrittacome il quoziente di due polinomidi, cioé tale che

dlogG(Z):G((Z):A(Z):a0+alz+a222+...+arzf 4z
dz G(2 B(2) lb+bz+bZ+-+bz"’ :

60 Cfr. Credit Suisse Financial Products (1997), appendice A.10.
48



dlora ogni coefficiente p(n+1) dela sua espansone in serie di McLaurin pud essere cacolato come
una funzione dea coefficienti di ordine inferiore e da coefficdenti delle due polinomidi A(z) e B(2),
secondo la seguente formula

(n+1)_ 1 ‘llmirgn.r) (n I) min(nél.i‘—)l) (n ) (n l;| [d3]
P _bo(n+1)} gap j=0 i P J)E; .

Da cui segue, ad esempio, che

1) = % PO
P b

eche

P(2) == —{a P+ 2,P(0)- b))

P@) = 5 -{2,P(@ + 2. +2,P(O) - 2,p2) - b,p(1}

E evidente che, s2 G(2) rappresenta una f.g.p., questo teorema ci fornisce una serie di espressioni
recursive per il cdcolo ddle probabilita asociate a divers liveli di perdita, non dissmili da quele
riportate dla fine del’appendice B; tuttavia, ora, per poter cacolare queste probability ci sara
richiesto di conoscere anche i coefficienti delle due polinomidi A(z) e B(z) con cui (per ipotes)
puo essere riscrittalaf.g.p..

Prima di vedere come il teorema possa applicars d caso specifico ddla f.g.p. indicata ddla [3.30],
forniamone una breve dimostrazione. Per ipotes:

4@ _ An6(2)
dz

B(2)
che é comedire

¥ ¥
B(2)a np(n)z"* = ADQ p(n)z"
n=1 n=0
> j g n °r i g n
abz'a (n+ypln+1)z" =g az' g p(n)z
j=0 n=0 i=0 n=0
¥ r

> i [¢} g +i
aabn+ypn+1z" =3 g apn)z"

j=0 n=0 i=0 n=0

Condderiamo ora il primo membro e individuiamo tutti gli addendi per cui z ha grado n+j=m: 9
trattera dei termini con j=0,1,...m e indeme n=m+j. Se perd fosse m>s occorrerebbe limitars a
prendere in condderazionei j=0,1,...s, perché nel polinomio B(2) non esste un bg; 1.

[l primo membro pud dlorariscrivers come
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¥ min(m,s)

az" abm-j+)pm- j+1)

m=0 j=0

e con un ragionamento analogo il secondo membro diventa

34 mmin m;r) ]
az aapm-i
m=0 i=0

L’uguaglianzatrai due membri pud dunque scrivers come

¥ m‘l min( m,s) ) ) min&m,r) ) U
az'i apm- j+p(m- j+1)- Qapm- I)g=0
m=0 | j=0 i=0

Come cacolare, in concreto, un vettore di coefficienti & e by che soddisfino questa condizione?
Possiamo imporre cheil coefficiente associato aquasias Z" sanullo, cioé chesa

min(m,s) . _ min(m,r) .
ab(m- j+Dp(m- j+1)= g ap(m-i) "m
j=0 i=0
Da cui segue che
min(n(])- 1s-1) ) ) min(m,r) ]
by(m+Yp(m+1)+ & b,(m- j)p(m- j)= §ap(m-i) "m
j=0 i=0
cioe
‘l mingm,r) min(rg—l,s— 1) U
m+1)= i .plm- i)- b.,(m- j)pm- j)y "m
p(m+1) ey gap( ) a a(m- )p( J)I\;

A questo punto, con un semplice cambio di notazione f anziché m), ritroviamo la [d.3], che rimane
dimostrata.

Vediano ora come essa § goplichi dla funzione generatrice di probabilita di CreditRisk+
(equazione 3.30 nd testo). Derivando

e 6
¢ 1- -
0y G(2)) = § 10g G, (2) = & &, logg T [d.4)
k k ¢1- &fg)ej 2 =
& mov?
otteniamo
a, Py ng)é(k) Zvﬁk) 1
dlog(G(2) _s M & d5
—_a — (k) [ . ]
dz K p ke NG)
1_ _ka Jk) i
m v
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Per poter gpplicare la [d.3] a quedta derivata logaritmica, € ora sufficiente riuscire a riscriverla come
quoziente di due polinomiali, cioe come

dlogG(2) _ A7) _a +az+az’ +--+a2
dz B(z) b,+bz+bZ+.--+bz° "

A conclusone di questa gppendice, concentriamoci SU un caso pecifico, e mostriamo come Sa
possibile codruire i polinomi A(z) e B(2) nd caso ddl’esempio riportato nella tavola 3.11 di questo
lavoro. Le formule che deriveremo ora, perdtro, sono date usate anche nel calcoli confrontati, nel
paragrafo 4, con gli esti di unasmulazione Montecarlo.

Condderiamo due soli settori, indudtria (k=I) e sarvizi (k=S), ognuno con un suo vettore di
parametri (cfr. anche la tavola 3.10 nd testo) e diviso, a fini dd banding, in un ceto numero di
fasce corrispondenti agli importi vi'=1, 2,0, ., m(l) per I'industria, veo=1,25 m(S) per i servizi..

In questo caso specifico, la[d.5] pud scrivers come

m(l)-1 . m(S)-1

I _i S_s
dioc(z) _ 237 a3z (6]
m(l) m(S) )
dz 1- éb' 1- é_bs
i=1 s=1

avendo posto

o =P8N o PEY o BT s P&
m 0 im 7 m 7 sm

E' quindi posshbile cacolare il denominatore comune trale due frazioni nella[d.6], ottenendo

m(o)-l m(S) 1 m%) 1méS) m%S) 1mé|)
| Si+s _ | |+s
aaz+ aaz a ab’z a aahz
A(Z) - i=0 s=0 i= O s=1 s=0 i=1 -
B 7 m(l) m(S) m(l)més) )
(2) 1- ab'z- b’z +gq ghbiz™
i=1 s=1 i=1 s=1
in(j-1, min( j-1, 0 u
m%) 1 m(S) 1 m(|)+m(S) 11(; (I8 1) S m(S) 1 =
aa2+aasz_ a aa1b]|+ aasjs y
i=0 s=0 j=1 lé max( 0, s=max( 0,
| @i-m(s) j- m(1)) g b
min( j,
mél) ) més) S m(I)gm(S) m(1)) s )
| s
1'abi2"ab52+ a ahbj.iZJ
i=1l s=1 j=2 i=max( 1,

j- m(S))

dacui S evince chei coefficienti a; e by delle due polinomidi sono dati da
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a, =a_V{j £m(l)- J+a3 V{jemsS)- }+

ﬁin(]-l, min(j-1, O

c (lg-l)I S m(g)-l) - = )

-¢ aabl+ adh MIEjEM(I)+mS)- 1]
S Ty P

b, =1
min( j,
mg)) | S ] - | - S .
b = ahb'b’zZV{2E jEm(1)+m(S)} - b, V{j £m(1)}- b2 V{j £ m(S)}

i =max( 1,
j-m(S))

dovei termini dd tipo V{c} vagono 1 selacondizione c € vera, zero dtrimenti.

| vaori cos cdcolati sono dati utilizzati come input per I'equazione [d.3], ottenendo come risultato
i véori di probabilitap(n) associati a perdite di importo nL (cfr. tav. 3.11).
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